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We study real and complex Manin triples for a complex reductive Lie algebra .
ŽFirst, we generalize results of E. Karolinsky 1996, Math. Phys. Anal. Geom 3,
.545563; 1999, Preprint math.QA.9901073 on the classification of Lagrangian
subalgebras. Then we show that, if  is noncommutative, one can attach to each
Manin triple in  another one for a strictly smaller reductive complex Lie
subalgebra of . This gives a powerful tool for induction. Then we classify complex
Manin triples in terms of what we call generalized BelavinDrinfeld data. This
generalizes, by other methods, the classification of A. Belavin and V. G. Drinfeld
of certain r-matrices, i.e., the solutions of modified triangle equations for constants
Žcf. A. Belavin and V. G. Drinfeld, ‘‘Triangle Equations and Simple Lie Algebras,’’
Mathematical Physics Reviews, Vol. 4, pp. 93165, Harwood Academic, Chur,
.1984, Theorem 6.1 . We get also results for real Manin triples. In passing, we
Ž .retrieve a result of A. Panov 1999, Preprint math.QA.9904156 which classifies
certain Lie bialgebra structures on a real simple Lie algebra.  2001 Academic Press
Key Words: reductive Lie algebra; Manin triple; Lie bialgebra.
INTRODUCTION
Let  be a finite-dimensional complex, reductive Lie algebra. One says
Ž .that a symmetric, -invariant,  resp., - bilinear form on  is a Manin
Ž . Žform if and only if its signature is dim  , dim  resp., if it is nondegen- 
.erate .
Ž . Ž .Recall that a real resp., complex Manin triple in  is a triple B,  ,  ,
Ž . where B is a real resp., complex Manin form and where  ,  are real
Ž .resp. complex Lie subalgebras of  , isotropic for B, and such that
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  . Then this is a direct sum and  ,  are of real dimension equal
to the complex dimension of .
Our goal is to classify all Manin triples of  , up to conjugacy under the
action on  of the connected, simply connected Lie group G with Lie
algebra  , by induction on the rank of the derived algebra of .
( )One calls af-involution resp. f-involution of a complex semisimple Lie
Ž .algebra  , an - resp., - linear involutive automorphism of  ,  , such
Žthat its restriction to every stable simple ideal of  is antilinear resp.,
.such that  has no simple ideal left stable by  .
ŽThe following theorem generalizes previous results of Karolinsky cf.
 Ž .    .K2, Theorem 1 i and K1 for the proof; see also K3, Proposition 3.1 ,
as we do not make any restriction on the Manin form. If we are dealing
Ž .with the - resp., - bilinear Manin form, Manin triple will mean a real
Ž .resp., complex Manin triple.
Ž .THEOREM 1. Let B be an - resp.,  -bilinear Manin form and let  be a
Ž .Lagrangian subalgebra of  for B, i.e., a real resp., complex Lie
subalgebra of  whose real dimension is equal to the complex dimension of 
and which is isotropic for B. Then:
Ž .a If we denote by  the normalizer in  of the nilpotent radical,  , of
 , then  is a parabolic subalgebra of  , with nilpotent radical equal to .
Ž . Žb Let  be a Lei subalgebra of  i.e.,  is a reductie Lie
.subalgebra of  with    , and denote by  its deried ideal and by 
its center. Then the intersection,  , of  and  is the fixed point set of an
Ž .af-inolution resp., an f-inolution of  , which is isotropic for B.
Ž .c The intersection of  and  ,  , is isotropic for B, and its real
dimension equals the complex dimension of .
Ž .d One has     .
Ž .Reciprocally, any real resp., complex Lie subalgebra,  , of  which is of
this form is Lagrangian for B.
Then, one says that  is under .
One chooses a Cartan subalgebra 	 of  and a Borel subalgebra of 0
containing 	 , 
 . Then, from Theorem 1 and the Bruhat decomposition,0 0
Ž .one sees cf. Proposition 1 that every Manin triple is conjugated, under G,
Ž .  to a Manin triple B,  ,  such that  is under  and  is under  , with 
containing 
 and  containing the opposite Borel subalgebra to 
 , with0 0
respect to 	 . A Manin triple satisfying these conditions will be called0
Ž .standard, under  ,  .
Let  ,  be given as above, and let B be a Manin form on .
THEOREM 2. If  is nonabelian and if there exists a standard Manin triple
Ž . Ž . B,  ,  under  ,  , then  or  is different from .
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Ž . Ž .THEOREM 3. Let B,  ,  be a real resp., complex standard Manin
Ž . triple under  ,  . Let p be the projection of  on the 	 -inariant0
supplementary subspace of the nilpotent radical  of , with kernel . Let
  be the Langlands decomposition of  , such that  contains 	 . Set0
 ˜  ˜ Ž .  p   , where   . One defines similarly  .1 1
Then  ,  are contained in  . Moreoer, if B denotes the restriction1 1 1
 Ž  . Ž . of B to   , B ,  ,  is a real resp., complex Manin triple for   .1 1 1
We set    .1
Ž  .We will use freely the notation of Theorem 1 for B ,  ,  , which is called1 1 1
Ž .the predecessor of the standard Manin triple B,  ,  .
If  is a real subalgebra of  , we denote by R the analytic subgroup of
G with Lie algebra .
Ž . ŽTHEOREM 4 cf. Theoreme 4 et Proposition 6 . Eery real resp., com-` `
. Ž  . plex Manin triple under  ,  is conjugate, by an element of P P , to a
Ž . Ž . Ž .real resp., complex Manin triple under  ,  , B,  ,  , such that all the
Ž  . Ž  .successie predecessors, B ,  ,  , B ,  ,  , . . . , are standard Manin1 1 1 2 2 2
triples in    ,  , . . . , with respect to the intersection of 
 , 
 , with1 2 0 0
Ž  . Ž . ,  , . . . , and such that the intersection  resp.,  of 	 with  resp. 1 2 0 0 0
Ž  .is a fundamental Cartan subalgebra of  resp.  , contained in  ,  , . . .1 2
Ž   .resp.,  ,  , . . . .1 2
Such a Manin triple will be called strongly standard. The smallest integer,
k, such that   	 is called the height of the strongly standard Manink 0
triple. Two Manin triples which are conjugate under G hae the same height.
  Now, we assume that B is -bilinear. One defines   	  Re 
4 
   0, or Re  0 et Im  0 ,    . If B is a complex Manin
Ž .form on  , one denotes by  resp.,  the sum of the simple ideals of 

 ,  , for which the restriction of B to  is equal to  K , wherei i i  i Ž 
. 	 resp.,  and K is the Killing form of  . Then  and i  i  
i   Ž .are commuting ideals of  and  ,      . Then  resp.,  has 
  

Ž . Ž	   resp., 	   as a Cartan subalgebra and 
   resp.,0  0 
 0 
  .
   : the use of 
 instead of 
 is important as Borel subalgebras.0 
 0 0
Ž .Let us denote by  resp.,  the set of simple roots of  with respect 
 
to these Borel and Cartan subalgebras. These roots can be viewed as roots
of 	 in .0
For 	     , let H 	 	 be the coroot of  . Let W 
  0
Ž .  H , X , Y be a Weyl system of generators of  ,  , where     	 
  . More precisely, for all  , 	 , one has

X , Y   H   
H , X N X   
H , Y 
N Y   
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where
N   H  2 K H , H K H , H .Ž . Ž . Ž .       
Ž .Note that H , X , Y is a Weyl system of generators of  .   	 
Moreover, as  and  commute, if 	  and 	  one has 
  

N N  0. 
Ž  .DEFINITION. One calls A, A ,  ,  generalized BelavinDrinfeld 
data with respect to B when the following five conditions are satisfied:




B H , H 
B H , H ,  , 	  .Ž . Ž .A A   




B H  , H  
B H , H ,  , 	  .Ž . Ž .A  A    
Ž .  
1     3 If C A A is the map defined on dom C 	   A	
4 
1  by C A A , 	 dom C, then C satisfies:
For all 	 dom C, there exists n	 such that  , . . . , C n
1	
dom C and C n dom C.
Ž . Ž .4  resp.,  is a complex vector subspace of 	 , included and  0
Ž . ŽLagrangian in the orthogonal,  resp.,  , for the Killing form of  or
. Ž for B to the subspace generated by H , 	     resp.,    

  .   . 

Ž .5 If  is the subspace of 	 generated by the family H H ,0  A
	  , and  is defined similarly, then

  4       0 .Ž . Ž . 
We will denote by R the set of roots of 	 in  , which are a linear 0
combination of elements of  . One defines similarly R , R , R . We will 
  

Ž . Ž .denote also by A resp. A the -linear extension of A resp. A , which
Ž   .defines a bijection from R on R resp. R on R . If A satisfies the 
  

Ž .condition 1 above, there exists a unique isomorphism 	 from the subalge-
bra  of  , generated by X , H , Y , 	  , on the subalgebra  of     

 , generated by X , H , Y , 	  , such that   

	 H H , 	 X  X , 	 Y  Y , 	  .Ž . Ž . Ž . A  A  A 
Ž . Ž . Ž THEOREM cf. Proposition 8 and Theorem 5 . i Let B D A, A ,´ `
. ,  be generalized BelainDrinfeld data, with respect to B. Let  be the 
sum of the root spaces relatie to roots  of 	 in 
 , which are not in0 0
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R  R . Let  be equal to     , where 	 is as aboe,  X 
 
Ž . 4  Ž .	 X  X	 , and  is defined similarly; then B,  ,  is a strongly
standard Manin triple.
Ž .ii Eery Manin triple is conjugate by an element of G to a unique
Manin triple of this type. If the original triple is moreoer strongly standard,
the element of G can be taken in J ; or, in other words, eery strongly0
standard Manin triple is of the preceeding type, if one allows W to change.
Let  be a complex simple Lie algebra, and set   	  . One1 1 1
shows easily that the preceeding theorem implies the classification of
Manin triples in  , with  equal to the diagonal, up to conjugacy by the
diagonal. But there is a bijection between such triples and certain r-
Ž .matrices see the appendix by Macey here for a proof and references .
Hence, our result gives a classification of these r-matrices, the original
classification, known as the classification of solutions of modified triangle
equations for constants, being due to Belavin and Drinfeld BD, Theorem
6.1 . The two classifications are in terms of the same parameters. The
appendix by Macey shows that they coincide.
One proves also results for real Manin triples. One retrieves a result of
 Panov P1 which classifies certain Lie bialgebra structures on a real
simple Lie algebra.
`1. SOUS-ALGEBRES DE LIE LAGRANGIENNES
Dans tout l’article, algebre de Lie voudra dire algebre de Lie de` `
dimension finie.
Si  est une algebre de Lie on notera souvent  d er son ideal derive.` ´ ´ ´
Soit  est une algebre de Lie abelienne sur  ou , V un` ´
Ž .  -module complexe. Pour 	Hom  , , on note V   	 V  X 
Ž . 4 X  , X	  , qui est appele le sous-espace de poids  de V. On dit que´
 Ž . est un poids de  dans V si V est non nul et on note 
 V,  l’ensemble
des poids non nuls de  dans V.
Si G est un groupe de Lie, on notera G0 sa composante neutre.
Ž .LEMME 1. i Soit  une algebre de Lie semi-simple complexe,  , . . . , ` 1 n
Ž .ses ideaux simples. Toute forme  resp.  -bilineaire -inariante sur  est´ ´
 Ž  . Ž . ndu type B ou B resp. K ou K , ou   , . . . ,  	 et`    1 n
B X  X , Y  Y  Im  K X , YŽ . Ž .Ž .Ý 1 n 1 n i  i ii
i1, . . . , n
K X  X , Y  Y   K X , Y ,Ž . Ž .Ý 1 n 1 n i  i ii
i1, . . . , n
si les X , Y sont des elements de  . Ici K designe la forme de Killing de  .´´ ´i i i  ii
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En particulier, une telle forme est symetrique et les ideaux simples sont deux´ ´
a deux orthogonaux pour une telle forme.`
Ž . Ž .ii La forme B resp. K est non degeneree si et seulement si chacun´ ´ ´ ´ 
Ž .des  , est non nul. La forme B est alors de signature dim  , dim  .i   
Ž . iii La restriction de B a une sous-algebre complexe et simple,  , de` `
 , est de la forme B, ou Ý q  et pour chaque i, q est un` i1, . . . , n i i i
nombre rationnel positif. De plus q est non nul si et seulement si  a uni
crochet non nul aec  .i
Ž .Demonstration. Le point i ramene aisement au cas ou  est simple,´ ` ´ `
Ž .qui se traite en etudiant les entrelacements  resp.  -lineaire du -mod-´ ´
ule  avec lui meme.ˆ
Ž .Pour ii , l’assertion sur la non nullite des  est claire. Pour l’etude de´ ´i
la signature, on se ramene au cas ou  est simple. Supposons 	, non` `
nul. Soit  une forme reelle compacte de . On fixe une base X , . . . , X´ 1 l
de  , orthonormee pour l’oppose de la forme de Killing de . On choisit´ ´
une racine carree  de 
i
1. On pose Y  X , Z  iX . Alors´ i i i i
Ž . Ž . Ž .B Y , Z  0, B Y , Y   , B Z , Z 
 . D’ou l’on deduit` ´ i j  i j i, j  i j i, j
l’assertion voulue sur la signature.
Ž . Ž  .Pour iii , on utilise le fait suivant cf. OV, Chap. 3, Proposition 2.5 :
Si  est une representation complexe d’une algebre de Lie simple complexe,´ `
Ž Ž . Ž .. Ž . , dans un espace de dimension finie, V, on a: tr  X  Y  qK X, Y
ou q est un nombre entier positif, appele indice de Dynkin, qui est nul si et` ´
seulement si  est triiale.
DEFINITION 1. Si  est une algebre de Lie reductive complexe, une´ ` ´
Ž .forme  resp.  -bilineaire symetrique sur  et invariante par  est dite´ ´
Ž .forme de Manin si et seulement si elle est de signature dim  , dim  
Ž .resp. si et seulement si elle est non degeneree . Une forme de Manin est´ ´ ´ ´
dite forme speciale si sa restriction a toute sous-algebre de Lie complexe´ ` `
semi-simple est non degeneree.´ ´ ´ ´
Ž . Ž .LEMME 2. i Une forme  resp.  -bilineaire symetrique -inariante sur´ ´
 est speciale si et seulement si sa restriction a  d er est speciale et si sa´ ` ´
Ž . Žrestriction au centre,  , de  est de signature dim  , dim  resp. est non 
.degeneree .´ ´ ´ ´
Ž .ii La restriction d’une forme speciale a une sous-algebre de Lie´ ` `
semi-simple complexe de  est speciale.´
Ž .iii La restriction d’une forme speciale au centralisateur d’un element´ ´´
semi-simple de  , dont l’image par la representation adjointe de  n’a que des´
aleurs propres reelles, est speciale.´ ´
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Ž .  Ž  . Živ Si  est semi-simple, et B B resp. K K , ou    ,`  i 1
. n. . . ,  	 erifie´n
Si q   0 aec q 	, alors les q sont tous nuls 1.1Ž .Ý i i i i
i1, . . . , n
Ž . Ž .alors B resp. K est speciale. On note que 1.1 est satisfait des que les ´ ` i
sont independants sur , ou bien tous strictement positifs.´
Ž . Ž .v Si  est simple, toute forme  resp.  -bilineaire symetrique´ ´
-inariante sur  est speciale.´
Demonstration. On traite le cas des formes -bilineaires, celui des´ ´
Ž .formes -bilineaires etant semblable. i resulte du fait que pour toute´ ´ ´
forme -bilineaire symetrique -invariante sur  , le centre de  et  d er´ ´
sont orthogonaux.
Ž .ii est clair.
Ž .Montrons iii . Comme le centralisateur d’un element de  est la somme´ ´
de son intersection avec  d er et du centre, on se reduit aisement, grace a´ ´ ˆ `
Ž .i , au cas ou  est semi-simple, ce que l’on suppose dans la suite. Soit X`
un element semi-simple de  tel que ad X n’a que des valeurs propres´ ´
Ž . Ž .reelles, soit  son centralisateur et  le centre de . D’apres i et ii , il´ `
suffit de voir que la restriction d’une forme speciale a  est de signature´ `
Ž .dim  , dim  . Soit 	 une sous-algebre de Cartan de  contenant X.` 
Alors  est egal a l’intersection des noyaux des racines de 	 dans ´ `
s’annulant sur X. Cela montre que  est la somme de ses intersections
avec les ideaux simples de . Il suffit alors de prouver notre assertion sur´
la signature dans le cas ou  est simple. Alors B B , avec  non nul.` 
Soit 	 l’espace forme des elements de 	 sur lesquels toutes les racines de´ ´ ´
	 dans  sont reelles, qui est une forme reelle de 	. Il est clair que  est la´ ´
somme directe de    	 avec i . On fixe une base orthonormee,´  
X , . . . , X , de  , pour la forme de Killing de . Celle-ci existe car la1 l 
forme de Killing est definie positive sur 	 . On choisit une racine carree ´ ´

1 Ž . Ž .de i . On pose Y  X , Z  iX . Alors B Y , Z  0, B Y , Y i i i i  i j  i j
Ž . , B Z , Z 
 . D’ou l’on deduit l’assertion voulue sur la signa-` ´i, j  i j i, j
Ž .ture, ce qui prouve iii .
Ž . Ž .iv est une consequence immediate du Lemme 1 et v est un cas´ ´
Ž .particulier de iv .
Ž . Ž .COROLLAIRE 1. i La restriction d’une forme  resp.  -bilineaire,´
symetrique, -inariante sur  , et non degeneree, B, au centralisateur,  d’un´ ´ ´ ´ ´
element semi-simple de  , dont l’image par la representation adjointe de ´´ ´
n’a que des aleurs propres reelles, est non degeneree. Il en a de meme de sa´ ´ ´ ´ ´ ˆ
restriction a  d er et au centre  de .`
Ž . Ž d er .ii Si B est une forme de Manin sur  , sa restriction a  resp.  , `
Ž d er .est une forme de Manin sur  resp.  ,  .
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Ž .iii Une forme bilineaire symetrique, -inariante est une forme de´ ´
Manin si et seulement si sa restriction a  d er et sa restriction au centre de `
sont des formes de Manin.
On rappelle que le radical d’une algebre de Lie,  , est son plus grand`
ideal resoluble, et que son radical nilpotent, est le plus grand ideal, dont´ ´ ´
les elements sont representes par des endomorphismes nilpotents dans´ ´ ´ ´
chaque representation de dimension finie de . Suivant Bourbaki, on´
appelle sous-algebre de Levi d’une algebre de Lie, toute sous-algebre` ` `
semi-simple supplementaire du radical. Si  est une algebre de Lie´ `
semi-simple complexe on appelle decomposition de Langlands d’une sous-´
algebre parabolique  de  une decomposition de la forme    , ou` ´ `
 est le radical nilpotent et  est une sous-algebre de Lie complexe de  ,`
reductive dans .´
Rassemblons dans un Lemme quelques proprietes elementaires des´ ´ ´ ´
decompositions de Langlands d’une sous-algebre parabolique.´ `
LEMME 3. Soit  une sous-algebre parabolique de  ,  son radical`
nilpotent.
Ž .i Si 	 est une sous-algebre de Cartan de  , c’est une sous-algebre de` `
Cartan de  , et il existe une seule decomposition de Langlands de  ,´
   , telle que 	 soit contenue dans .
Ž . ii Si 	 , 	 sont deux sous-algebres de Cartan de  , contenues dans  ,`
elles sont conjuguees par un element de P, qui conjugue les algebres  et ´ ´´ `
correspondantes.
Ž .iii Si    est une decomposition de Langlands de  , toute´
sous-algebre de Cartan de  est une sous-algebre de Cartan de .` `
Demonstration. Revenant a la definition des sous-algebres paraboliques´ ` ´ `
Ž   .cf. Bou, Chap. VIII, Paragraphe 3.4, Definition 2 , par exemple , on voit´
qu’il existe une sous-algebre de Cartan de  , 	 , et une decomposition de` ´1
Langlands de  ,     , avec 	 contenue dans  , telle que  soit la1 1 1 1
somme des sous-espaces poids de 	 dans  , d’intersection avec  reduite1
a zero. En particulier les poids de 	 dans    sont distincts de ceux` ´ 1 1
dans . Si     est une decomposition de Langlands de  , avec 	´1 1
contenue dans  ,  est somme des sous-espaces poids de 	 dans  pour1 1 1
des poids de 	 dans    dans   . D’ou l’egalite de  et  .` ´ ´1 1 1 1 1
Ceci assure l’unicite de  pour 	 	 . Maintenant toutes les sous-algebres´ `1
Ž de Cartan de  sont conjuguees a 	 , par un element de P cf. Bou, Chap.´ ` ´ ´1
. Ž .VII, Paragraphe 3.3, Theoreme 1 . On en deduit i par transport de´ ` ´
Ž . Ž .structure, et ii resulte de la preuve de i .´
Ž .Montrons iii . Si    est une decomposition de Langlands de  ,´
l’action du centre de  sur  est semi-simple, puisque  est reductive dans´
. Cela implique que, si 	 une une sous-algebre de Cartan de  , 	 est`
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abelienne et formee d’elements semi-simples de . Mais  est isomorphe a´ ´ ´ ´ `
 , qui est une algebre reductive de meme rang que . Pour des raisons` ´ ˆ
de dimension, on voit que 	 est une sous-algebre de Cartan de .`
Ž .DEFINITION 2. On appelle af-involution resp. f-involution , ou a vaut´ `
pour antilineaire et f pour flip, d’une algebre de Lie semi-simple complexe´ `
Ž . , tout automorphisme involutif, -lineaire resp. -lineaire  , de  , tel´ ´
que sa restriction a tout ideal simple de  qu’il laisse invariant est` ´
Ž .antilineaire resp. qui ne laisse aucun ideal simple invariant .´ ´
Ceci equivaut au fait qu’il existe:´
Ž .1 un ideal  de  , qui est en outre est reduit a zero pour les´ ˜ ´ ` ´0
˜f-involutions, et une forme reelle,  , de  ;´ ˜0 0
Ž .  2 des ideaux simples de  ,  ,  , j 1, . . . , p;´ j j
Ž . 3 un isomorphisme d’algebres de Lie complexes, 	 , entre  et` j j
, j 1, . . . , p;j
 Ž .  4tel que, notant   X 	 X  X	 , et notant  , l’ensemble desj j j
points fixes de  , on ait
    ˜ Ž .ž /0 j jj1, . . . , p
˜     .ž /0 jj1, . . . , p
Il est bon de remarquer qu’un automorphisme involutif de  est
caracterise par son espace de points fixes, car l’espace des elements´ ´ ´ ´
anti-invariants est juste l’orthogonal de celui-ci, pour la forme de Killing
de  regardee comme reelle.´ ´
On remarque qu’une f-involution est en particulier une af-involution.
Debutons par quelques proprietes elementaires.´ ´ ´ ´ ´
LEMME 4. Soit  une forme reelle simple d’une algebre de Lie semi-´ `
simple complexe .
Ž .i L’algebre  n’est pas simple, si et seulement si  admet une`
structure complexe.
Ž .ii Dans ce cas,  est le produit de deux ideaux simples,  ,  ,´ 1 2
isomorphes a .`
Ž .iii Toujours dans ce cas, il existe un isomorphisme antilineaire, 	 ,´
entre les algebres de Lie  ,  , regardees comme reelles, tel que` ´ ´1 2
 X 	 X  X	  . 4Ž . 1
Ž . Ž . Ž .Demonstration. Les points i et ii sont bien connus. Montons iii .´
Comme  est une forme reelle de    , la projection de  sur chacun´ 1 2
PATRICK DELORME106
des deux facteurs est non nulle, donc induit un isomorphisme -lineaire de´
 avec chacun de ces facteurs. Il en resulte que  a la forme indiquee,´ ´
mais on sait seulement que 	 est -lineaire. Mais alors  apparaıt comme´ ˆ
l’ensemble des points fixes de l’automorphisme involutif -lineaire de ´
defini par´
X Y 	
1 Y  	 X , X	  , Y	  .Ž . Ž . 1 2
D’apres la remarque qui precede le Lemme, cette involution doit etre` ´ ` ˆ
egale a la conjugaison par rapport a  , donc elle est antilineaire. Ceci´ ` ` ´
implique l’antilinearite de 	 .´ ´
LEMME 5. On se donne une af-inolution,  , d’une algebre de Lie`
semi-simple complexe . Les ideaux simples de  sont permutes par  . On´ ´
note  , j 1, . . . , r, les ideaux simples de . On definit une inolution ´ ´j
 4 Ž .de 1, . . . , r caracterisee par:    , j 1, . . . , r. Pour j 1, . . . , r,´ ´ j  Ž j.
l’une des proprietes suiantes est erifiee:´´ ´ ´
Ž . Ž .1  j  j et la restriction de  a  est un automorphisme` j
antilineaire de  .´ j
Ž . Ž .2  j 
 j et la restriction de  a  est un isomorphisme antilineaire` ´j
de  sur  .j  Ž j.
Ž . Ž .3  j 
 j et la restriction de  a  est un isomorphisme -lineaire` ´j
de  sur  .j  Ž j.
Ž . Ž .Si on est dans le cas 1 ou 2 ,  est contenu dans l’ideal  de la´ ˜j 0
definition des af-inolutions. En particulier si  est une f-inolution, on est´
Ž .toujours dans le cas 3 .
Demonstration. En effet, soit  , l 1, . . . , q, les ideaux simples de´ ´p l
˜ ˜ . Comme  est une forme reelle de  ,  est la somme directe des´ ˜ ˜0 0 0 0
  i , qui sont en outre des ideaux. Si   i est simple,´p l pl pl pl
Ž .c’est un ideal simple de  et on est dans le cas 1 . Sinon   i est´ p l pl
Ž .le produit de deux ideaux simples et l’on est dans le cas 2 , d’apres le´ `
Lemme precedent.´ ´
On traite de meme le cas ou  est egal a l’un des  , , j 1, . . . , p,ˆ ` ´ `l j j
en remarquant que  est l’ensemble des points fixes de l’involutionj
-lineaire de   donnee par´ ´j j
X Y 	
1 Y  	 X , X	 , Y	 . 1.2Ž . Ž . Ž .j j
LEMME 6. Tout isomorphisme -lineaire entre deux algebres de Lie sim-´ `
ples complexes est soit -lineaire, soit antilineaire.´ ´
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Demonstration. Deux algebres de Lie semi-simples complexes qui sont´ `
isomorphes comme algebres reelles, sont isomorphes comme algebres de` ´ `
Lie complexes. En effet, leurs systemes de racines restreintes sont alors`
isomorphes. Mais chacun de ceux-ci est isomorphe au systeme de racine`
associe a une sous-algebre de Cartan. D’ou l’assertion. Ceci implique que´ ` ` `
l’on peut se limiter, pour prouver le Lemme, aux automorphismes -
lineaire d’une algebre de Lie simple complexe, . Considerant la conjugai-´ ` ´
son par rapport a une forme reelle de  , X X, l’algebre de Lie` ´ `
 Ž . 4  X, X  X	  est une forme reelle de 	  isomorphe a . Alors´ `
tout automorphisme,  , -lineaire de  , definit, par transport de struc-´ ´
ture, un automorphisme de ,  , qui possede un unique prolongement`
-lineaire a 	  ,  . Il existe deux automorphismes -lineaires de  , 	´ ` ´
et  , tels que   verifie´
  X , Y  	 X ,  Y ou bien 	 Y ,  X , X , Y 	 	  .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
Ecrivant la definition de  , la stabilite de , par   implique que  est´ ´
-lineaire dans le premier cas et antilineaire dans le second.´ ´
Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une
Ž .forme  resp.  -bilineaire symetrique non degeneree. Tout sous-espace´ ´ ´ ´ ´ ´
Ž .vectoriel reel resp. complexe isotrope est de dimension reelle inferieure´ ´ ´
ou egale a la dimension complexe de E. Un sous-espace vectoriel reel´ ` ´
Ž . Ž .resp. complexe de E, muni d’une d’une forme  resp.  -bilineaire´
symetrique non degeneree est dit Lagrangien s’il est isotrope et de´ ´ ´ ´ ´
dimension reelle egale a la dimension complexe de E. Un tel espace existe´ ´ `
Ž . Žsi et seulement la forme est de signature dim E, dim E resp. si E est 
.de dimension complexe paire .
Comme on l’a indique dans l’introduction, le Theoreme suivant gener-´ ´ ` ´ ´
Ž  Ž . alise des resultats de Karolinsky cf. K1, Theoreme 3 i et K3, Proposi-´ ´ `
.tion 3.1 .
THEOREME 1. Soit  une algebre de Lie reductie complexe et B une´ ` ` ´
Ž .forme de Manin  resp.  -bilineaire. Soit  une sous-algebre de Lie reelle´ ` ´
Ž .resp. complexe de  , Lagrangienne pour B.
On a les proprietes suiantes:´´
Ž .i Si l’on note  le normalisateur dans  du radical nilpotent,  ,
de  ,  est une sous-algebre parabolique de  , contenant  , de radical nilpo-`
tent .
Ž .ii Soit    une decomposition de Langlands de  ,  le centre´
de  et  son ideal derie. On note  l’intersection de  et . Elle est´ ´ ´
isotrope pour B. De plus  est l’espace des points fixes d’une af-inolution
Ž .resp. f-inolution ,  , de .
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Si B est reelle et speciale, celle-ci est antilineaire et  est une forme reelle´ ´ ´ ´
de .
Ž .iii L’intersection  de  et  est Lagrangienne pour la restriction de
B a .`
Ž .iv On a     .
Reciproquement si une sous-algebre de Lie reelle,  , de  est de la forme´ ` ´
ci-dessus, elle est Lagrangienne pour B. On dit alors que  est sous .
Debut de la demonstration du Theoreme 1. Soit  une sous-algebre de´ ´ ´ ` `
Ž .Lie reelle resp. complexe de  Lagrangienne pour B. On note  son´
radical et on pose
 X	   d er  ad X est nilpotent . 1.3Ž . Ž . 4
Soit  une sous-algebre de Levi de .`
 LEMME 7. L’ensemble  est un ideal de  et  ,  est contenu dans .´
 Demonstration. Montrons que  est un ideal de  contenant  ,  . En´ ´
effet, comme  est resoluble, dans une base, sur , bien choisie de  , les´
Ž .ad X , X	  , s’ecrivent sous forme de matrices triangulaires superieures.´ ´
Pour X	  , les entrees de la diagonale de cette matrice sont notees´ ´
Ž . Ž . X , . . . ,  X , ou les  sont des caracteres de . Alors  est l’inter-` `1 p i
section des noyaux de ces caracteres de  avec  d er. Donc  est un ideal` ´
 de  contenant  ,  .
Si  est une sous-algebre de Cartan de  ,   est encore une algebre` `
   4  de Lie resoluble car  ,   0 et  ,   . Un argument similaire a´ `
 celui ci-dessus montre que  ,  est contenu dans . La reunion de toutes´
les sous-algebres de Cartan de  est dense dans  , d’apres la densite des` ` ´
Ž elements reguliers cf. Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.2 et Paragraphe 2.3,´ ´ ´
.  Theoreme 1 . Par continuite et densite, on en deduit que  ,   .´ ` ´ ´ ´
ŽLEMME 8. Soit k un entier compris entre 0 et la dimension reelle resp.´
. Ž .complexe de . Il existe un sous-espace reel resp. complexe , abelien,  ,´ ´ k
de  , de dimension k, tel que:
Ž .  4i    0 .k
Ž .ii  est forme d’elements semi-simples de .´ ´´k
Ž .iii  et  commutent.k
Demonstration. On procede par recurrence sur k. Si k 0, le Lemme´ ` ´
Ž . Ž .est clair. Supposons le demontre pour k dim  ou , resp. ´ ´ `
et montrons le au rang k 1. Alors   est une algebre de Lie`k
Ž .reductive dans  , regardee comme reelle resp. complexe . D’autre part,´ ´ ´
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 comme  contient  ,  d’apres le Lemme precedent, on voit que  et` ´ ´
donc   agit trivialement sur . Ceci implique quek
   ,      .k k
Ž .Donc,    est un   -sous-module de  , qui admet un sup-k k
plementaire dans  commutant a   , puisque   est reductive´ ` ´k k
Ž .dans  et que le quotient     est un   -module trivial.k k
On choisit un element non nul de ce supplementaire, X. Alors,´ ´ ´
   4X	  , X   , et X ,    0 . 1.4Ž .k k
On ecrit X X  X ou X est un element de  d er, X est un element´ ` ´ ´ ´ ´s n n s
de  commutant a X tels que ad X est semi-simple et ad X est` n  s  n
nilpotent. On sait qu’alors ad X , ad X sont des polynomes en ad X.ˆ s  n 
Ž .Joint a 1.2 , cela implique`
    4  4X ,    0 , X ,    0 . 1.5Ž .s k n k
Montrons que X appartient a . Soit 	 une sous-algebre de Cartan de .` `n
Alors 	  est resoluble. On peut donc choisir une base de  dans´
laquelle les ad Y, Y	 	  , sont representes par des matrices triangu-´ ´
laires superieures. On peut choisir cette base de sorte qu’elle soit la´
reunion de bases des ideaux simples de  avec une base du centre de  , ce´ ´
que l’on fait dans la suite. Comme ad X est un polynome en ad X, etˆ n 
que X	  , il est represente dans cette base par une matrice triangulaire´ ´
superieure. Comme cet endomorphisme est nilpotent, sa diagonale est´
nulle. On en deduit que, pour tout Y	 	  , les composantes de X et Y´ n
dans les ideaux simples de  sont deux a deux orthogonales pour la forme´ `
de Killing de . Alors, il resulte de l’orthogonalite, pour B, du centre de ´ ´
d er Ž .a  et du Lemme 1 i , que`
B X , Y  0, Y	 	  .Ž .n
En utilisant la densite dans  de la reunion de ses sous-algebres de´ ´ `
Cartan, on en deduit que X est orthogonal a  pour B. Mais  est un´ `n
sous-espace isotrope pour B de dimension maximale. Donc X est ele-´ ´n
ment de  comme desire.´ ´
Ecrivons X H R avec H	  , R	 . Comme X commute a  ,`n n
Ž .  d’apres 1.5 et que  ,    , on voit que H commute a . Donc H est` `
nul puisque  est semi-simple. Finalement X 	  , et en fait X 	  ,n n
d’apres la definition de . Comme X appartient a un supplementaire de` ´ ` ´
   dans  et que X X  X , on ak s n
X 	  , X    s s k
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Ž .On pose     X . D’apres 1.5 et la semi-simplicite de ad X ,` ´k1 k s  s
 verifie les proprietes voulues.´ ´ ´k1
Suite de la demonstration du Theoreme 1. On pose    , avec´ ´ `  p
p dim  , de sorte que      , ou  est forme d’elements` ´ ´ ´  
semi-simples de  avec
   4 ,   0 ,     . 
Comme    est resoluble, il existe une sous-algebre de Borel, 
 , de  ,´ `
contenant   . A noter que  est contenue dans le radical nilpotent,  ,
de 
 , d’apres la definition de  et les proprietes du radical nilpotent d’une` ´ ´ ´
sous-algebre de Borel. Montrons que  est contenue dans une sous-algebre` `
de Cartan de  , contenue dans 
. En effet, d’apres Bor, Proposition`
11.15 , la sous-algebre de Borel 
 contenant  , elle contient une sous-` 
algebre de Borel du centralisateur  de  dans . Celle-ci contient une` 
sous-algebre de Cartan 	 de . Celle-ci est aussi une sous-algebre de` `
Ž Cartan de  contenant  cf. Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.3, Proposi-
.tion 10 .
Soit  la somme des sous espaces poids de  , dans  , pour des poids
non nuls. Alors    est une sous algebre parabolique de  , con-`
tenant 
. Comme  est reductive,   d er est semi-simple et le radical´
de  est egal a la somme du centre  de  avec . La definition de ´ ` ´
 montre que  ,    , donc le radical nilpotent de  est egal a ´ `
Ž  .cf. Bou, Chap. I, Paragraphe 5.3, Theoreme 1 . Comme      ,´ ` 
que    est contenu dans 
 et que  est contenu dans  , on a
  .
der Ž . Ž .Or   resp.  est la somme de ses intersections  resp. i i
avec les ideaux simples  de . Comme  est orthogonal a  pour la´ `i i i
Žforme de Killing de  , on en deduit que  est orthogonal a  pour B cf.´ `i
Ž ..Lemme 1 i . Comme  est un sous-espace isotrope pour B, de dimension
maximale et contenu dans  ,  est inclus dans . Il resulte alors de la´
definition de  , que  est contenu dans . Par suite, on a´
    ,     . 1.6Ž . Ž . Ž .
Ž .Remarquons que  contient  . On a    et  
Ž . . Comme   et   , on en deduit que    . On´
Ž .deduit alors de 1.6 que:   . Finalement, on a´
       .Ž .
Alors, posant
   ,
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on a
   .Ž .
C’ est une sous-algebre isotrope de  pour la restriction de B a  , donc,` `
Ž .d’apres le Corollaire du Lemme 2 ii , de dimension reelle inferieure ou` ´ ´
egale a la dimension complexe de .´ `
De meme,  est un sous espace isotrope de  pour la restriction de Bˆ 
a .`
D’apres le Corollaire du Lemme 2, la restriction de B a  est de` `
Ž . Ž .signature dim  , dim  resp. est non degeneree . Il en resulte que la´ ´ ´ ´ ´ 
dimension reelle de  est inferieure ou egale a dim . Mais dim ´ ´ ´ `  
dim  dim  dim . Comme dim  dim  , on deduit de ce qui´    
precede que l’on a´ `
dim  dim  , dim   dim  1.7Ž .    
Ž . LEMME 9. i L’algebre de Lie    est reduite a zero.` ´ ` ´
Ž .ii L’algebre  est egale au radical nilpotent de  et est donc la` ´
somme de sous-espaces poids sous  pour des poids non nuls.
Ž .iii L’algebre  a la forme indiquee dans le Theoreme.` ´ ´ `
Demonstration. Si  est une sous-algebre de Cartan de  ,   ´ `
est une sous-algebre de Lie reelle et resoluble de . On peut donc choisir` ´ ´
une base de  , reunion de bases des ideaux simples de  , telle que, pour´ ´
tout X	   , ad X soit represente, dans cette base, par une´ ´
matrice triangulaire superieure. De plus, si X est element de  , les´ ´ ´
elements diagonaux de cette matrice sont nulles. On voit, grace au Lemme´ ´ ˆ
Ž .    1 i , que   i est orthogonal a   , pour la restriction, B , de B a` `
   Ž .. Ceci etant vrai pour tout  ,   i est orthogonal a     ,´ `
pour B. Mais B est non degeneree, d’apres le Corollaire du Lemme 2,´ ´ ´ ´ `
Ž . Ž . donc, d’apres le Lemme 1 ii et 1.7 ,  est un sous-espace isotrope de  ,`
pour B, de dimension maximale. Il en resulte que  i est contenu´
dans . Mais  i est aussi contenu dans   d er. Finalement  i
est contenu dans l’intersection de  avec  , d’apres la definition de` ´
celui-ci. Mais, comme  est contenu dans  ,   . Alors on a:
 i , c’est a dire que  est un sous-espace vectoriel complexe de`
 , ce qui est bien sur evident dans le cas complexe.´
Soit  , j 1, . . . , r les ideaux simples de . Comme   i est un´j j j
ideal de l’algebre de Lie simple reelle  , il y a deux possiblites pour  .´ ` ´ ´j j
 4Ou bien   i  0 , et alors   i est une algebre de Lie semi-sim-`j j j j
ple complexe dont  est une forme reelle. Ou bien   i   et ´j j j j j
est une sous-algebre simple complexe de . On remarquera que cette`
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deuxieme possibilite est exclue, si B est speciale, puique  serait alors` ´ ´ j
semi-simple complexe et isotrope pour B.
 4On suppose que, pour j 1, . . . , p,   i  0 , et que, pour j pj j
1, . . . , r,   i   . Si j 1, . . . , p, on note     i . Dans le casj j j j j j
complexe, i.e. si B est -bilineaire,  est toujours complexe et p 0. Si´ j
j p 1, . . . , r, on note  la somme des projections de  dans les ideaux´j j
simples de . On note aussi      , pour j 1, . . . , r. On notej j j
Ý  et Ý     , qui est contenu dans  . Parj1, . . . , r j j1, . . . , r j j
ailleurs, deux elements, X et Y, de  commutent si et seulement X et iY´ ´
Žcommutent resp. X commute a chacune des projections de Y dans les`
.ideaux simples de  . Il en resulte que, pour j
 l,  commute a  , donc´ ´ `j l
Ž .  Ý  est contenu dans le centre de  , qui est semi-simple com-j l
 j l j
plexe. Il en resulte que´
  ,   . 1.8Ž .j jj1, . . . , r j1, . . . , r
Alors  ,  sont des sous-algebres de Lie semi-simples complexes de .`
Montrons que
  4   0 . 1.9Ž .
En effet  est un ideal dans   , puisque   et  est´
l’intersection de l’ideal  de  avec . C’est donc un -module, et aussi´
un -module puisque  est un espace vectoriel complexe. Donc   est
un sous--module, et aussi une sous-algebre resoluble de . Il est clair que` ´
les  sont des sous--modules de  , qui n’ont aucun sous-quotient simplej
en commun. En effet, d’une part  agit trivialement sur  , si j
 l.l j
D’autre part, d’apres les definitions, on voit que les sous-quotients simples` ´
du  -module  sont isomorphes a des sous-quotients de  , dont aucun`j j j
n’est trivial, puique  est une algebre de Lie semi-simple. Donc, si  `j
est non nul, il a une intersection non nulle, , avec l’un des  , qui est unj
-sous-module. Comme  est une sous-algebre de Lie de  , il en va de`j j
meme de , qui est de plus resoluble, puisque c’est le cas de .ˆ ´
Si j 1, . . . , p,    et un  -sous-module de  est isomorphe unj j j j
ideal de  . Alors   est a la fois semi-simple et resoluble. Une´ ` ´j
Ž .contradiction qui montre 1.9 dans ce cas.
Si j p 1, . . . , r,    est simple, donc l’une des projections de j j
sur un ideal simple de  est isomorphe a  comme  -module. Mais la´ ` j j
projection de  est produit d’ideaux isomorphes a  et la projection de ´ `j j
sur l’un de ces facteurs est non nulle et  -invariante, donc isomorphe a`j
 . Cette projection etant un morphisme d’algebres de Lie, il en resulte´ ` ´j
que l’algebre de Lie resoluble , admet un quotient semi-simple. Une` ´
Ž .contradiction qui acheve de prouver 1.9 .`
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Pour j p 1, . . . , r,  ne peut etre contenu dans un ideal simple deˆ ´j
. En effet, d’apres le Corollaire du Lemme 2, la restriction de B a  est` `
Ž . Ž .une forme de Manin. D’apres le Lemme 1 ii et le Lemme 2 v , la`
restriction de B a un ideal simple de  est speciale, et notre assertion en` ´ ´
resulte, car pour j p 1, . . . , r,  est isotrope et semi-simple complexe.´ j
Pour j p 1, . . . , r, on notera n , le nombre d’ideaux simples de ´j
dans lesquels  a une projection non nulle, et pour j 1, . . . , p, on posej
n  1. On vient de voir quej
n  2, j p 1, . . . , r . 1.10Ž .j
  4Montrons que   0 .
On a evidemment´
dim  dim   dim  .Ý  j ž /
j1, . . . , r
Alors, en posant p  1, pour j 1, . . . , p, et p  2, pour j p 1, . . . , r,j j
on a
dim  p dim   dim  . 1.11Ž .Ý j  j ž /
j1, . . . , r
Soit 	 une sous-algebre de Cartan de  , 
 une sous-algebre de Borel de` ` 
 , contenant 	 , de radical nilpotent  . Alors 
   est une algebre de`  
Lie resoluble, contenue dans  , donc contenue dans une sous-algebre de´ `
Borel, 
 , de . Alors 	 est contenue dans une sous algebre de Cartan,` 
Ž Ž ..	 , de  , contenue dans 
 voir avant 1.6 . De plus  est contenu  k
dans le radical nilpotent de
 ,  , qui verifie´ 
 4  X	 
  ad X est nilpotent .  
En effet, les elements de  sont representes, dans toute representation de´ ´ ´ ´ ´
dimension finie de  , et donc de 
 , par des operateurs nilpotents. De´ 
meme,  est contenu dans  , car pour tout X	 , ad X, et doncˆ  
ad X est nilpotent.
 Ž  . Ž On note 	 resp.  un supplementaire de 	 dans 	 resp.   ´   k
.dans  . Un calcul immediat montre´
dim  dim  2 dim  dim 	 2 dim  . 1.12Ž .    
En posant n  1 pour j 1, . . . , p, on a immediatement´j
dim   n dim  . 1.13Ž . Ž .Ý j  j
j1, . . . , r
PATRICK DELORME114
Ž . Ž . Ž . Ž .Alors 1.11 , joint a la premiere egalite de 1.7 , et a 1.12 , 1.13 , implique` ` ´ ´ `
2 dim  p dim   2 dim  dim 	 2 dim Ý j  j   
j1, . . . , r
 n dim  .Ý j  j
j1, . . . , r
Ž .Comme n est superieur ou egal a p , d’apres 1.10 et la definition des´ ´ ` ` ´j j
n , p , on en deduit´j j
   4p  n , j 1, . . . , r , et   	  0 .j j
Alors   contient la sous-algebre de Borel, 
 , de . C’est une` 
sous-algebre parabolique dont le radical est egal a , donc est nilpotent.` ´ `
Elle est donc egale a  et son radical nilpotent  est reduit a zero, ce qui´ ` ´ ` ´
Ž .prouve i .
Ž . Ž .Alors ii resulte de la deuxieme egalite de 1.6 , car   qui est egale´ ` ´ ´ ´
Ž Ž ..a  voir apres 1.6 est nul d’apres ce qui precede.` ´ ` ´ `
En outre   , donc les  sont des ideaux de . On pose  ´ ˜j 0
˜  ,    . On pose q r
 p. Pour l 1, . . . , q,j 0 jj1, . . . , p j1, . . . , p
 est somme de deux ideaux simples,  , , car n  2. La projec-´p l l l pl
tion de  sur chacun de ces ideaux est bijective, sa surjectivite resultant´ ´ ´lp
de la definition de  , son injectivite resultant de la simplicite de  et´ ´ ´ ´l lp
de la non nullite de ce morphisme d’algebres de Lie. Donc   X´ ` p l
Ž .  4	 X  X	 , ou 	 est un isomorphisme -lineaire de l’algebre de Lie` ´ `l l l
  sur  . Donc  a la forme voulue.l l
LEMME 10. Aucun poids non nul de  dans  n’est nul sur  .
Demonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un´
poids non nul  de  dans  , nul sur  . Soit H 	  tel que
K H  , X   X , X	  . 1.14Ž . Ž . Ž .
Alors H  appartient a l’un des ideaux simples de . En effet, soit 	 une` ´
sous-algebre de Cartan de  , contenant . Alors  est la restriction a ` `
d’une racine  de 	 dans  et l’on a
K H  , H   0. 1.15Ž . Ž .
Soit H 	 	 tel que
K H  , X   X , X	 	 .Ž . Ž .
Ž .Alors 	 resp.  est la somme directe de ses intersections avec les
 Ž  .ideaux simples de  , et H resp. H appartient a l’une de celles-ci. On´ `
Ž .deduit alors du Lemme 1 i , qu’il existe 	, non nul car B est non´
Ždegeneree, tel que, si B est -bilineaire resp. -bilineaire a valeurs´ ´ ´ ´ ´ ´ `
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.reelles ,´
B H  , X  K H  , X resp. Im K H  , X ,Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . 
	, X	  . 1.16Ž .
Ž . Ž . Comme  est nulle sur  , il resulte de 1.14 et 1.16 que H est´
orthogonale a  , pour B. Comme B est une forme de Manin, la restric-` 
tion de B a  est non degeneree, et, dans le cas reel, de signature` ´ ´ ´ ´ ´
Ž . Ž .dim  , dim  . Tenant compte de 1.7 , on voit que  est un sous-espace  
de  , isotrope pour B, de dimension maximale. Alors, ce qui precede´ `
montre que H  est contenu dans  . Par ailleurs, si  est une racine

1 Ž   . Ž . Ž .carree de i , B H , H est non nul d’apres 1.15 et 1.16 . Une´ `
contradiction avec le fait que  est isotrope qui acheve de prouver le`
Lemme.
Fin de la demonstration du Theoreme 1. Montrons la propriete suivante:´ ´ ` ´ ´
Toute sous-algebre parabolique de  est egale au normalisateur` ´ 1.17Ž .dans  de son radical nilpotent.
Le normalisateur de la sous-algebre parabolique est invariant par une`
sous-algebre de Cartan contenue dans cette sous-algebre parabolique.` `
L’assertion en resulte facilement.´
Montrons que  est le radical nilpotent de . En effet, comme  est
somme de sous-espaces poids sous  et qu’aucun de ces poids n’est nul sur
Ž . , d’apres le Lemme 9 iii , on a`
  ,    .
   Donc  ,     et l’intersection de  ,  avec le radical     de
  est egal a . Donc, d’apres Bou, Chap. I, Paragraphe 5.3, Theoreme 1 ,´ ` ` ´ `
 est bien le radical nilpotent de . On a donc montre que  s’ecrit de la´ ´
maniere voulue, pour une decomposition de Langlands particuliere du` ´ `
normalisateur,  , de . Si    est une autre decomposition de´
Langlands de  ,  et  sont isomorphes, puisqu’elles sont toutes les deux
isomorphes a . Comme  contient  , les intersections de  avec  et `
se correspondent dans cet isomorphisme, et la decomposition de  qu’on´
en deduit, relativement a cette nouvelle decomposition de Langlands de  ,´ ` ´
a les proprietes voulues.´ ´
Etudions la partie reciproque du Theoreme. Une sous-algebre para-´ ´ ` `
bolique de  est la somme de ses intersections avec les ideaux simples de´
. En outre, elle est orthogonale a son radical nilpotent, pour la forme de`
Killing de . On conclut que si  a une decomposition comme dans´
l’enonce, elle est isotrope pour B, et de dimension reelle egale a la´ ´ ´ ´ `
dimension complexe de .
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DEFINITION 3. On rappelle qu’une sous-algebre de Cartan d’une algebre´ ` `
de Lie semi-simple reelle est une sous-algebre de Cartan fondamentale si´ `
et seulement si elle contient des elements reguliers dont l’image par la´ ´ ´
representation adjointe n’a que des valeurs propres imaginaires pures.´
Cela equivaut au fait qu’aucune racine non nulle de cette sous-algebre de´ `
Cartan n’est reelle.´
Une sous-algebre de Cartan d’une algebre de Lie reelle est dite fonda-` ` ´
mentale si sa projection dans une sous-algebre de Levi, parallelement au` `
radical, est une sous-algebre de Cartan fondamentale de cette algebre de` `
Lie semi-simple reelle.´
Comme toutes les sous-algebres de Cartan fondamentales d’une algebre` `
de Lie reelle semi-simple sont conjuguees entre elles par des automor-´ ´
phismes interieurs, il en va de meme pour les sous-algebres de Cartan´ ˆ `
fondamentales d’une algebre de Lie reelle. En effet il suffit d’adapter la` ´
Ž . Ž . preuve du fait que ii implique i , dans Bou, Chap. VII, Paragraphe 3.5,
Proposition 5 , en remarquant pour cela que tout automorphisme interieur´
d’une algebre de Levi d’une algebre de Lie reelle, s’etend en un automor-` ` ´ ´
phisme interieur de l’algebre de Lie.´ `
LEMME 11. On consere les hypotheses et notations du Theoreme 1.` ´ `
Ž .i Si  est une sous-algebre de Cartan de  , il existe des elements` ´´
˜reguliers de  contenus dans   . Le centralisateur dans  , 	 , de  ´ 
Ž , est une sous-algebre de Cartan de  , contenue dans  , erifiant 	 	` ´
.  . En outre  est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  si et`
seulement si aucun poids non nul de  dans  n’est reel.´
Ž .ii Si  est une sous-algebre de Cartan de  ,   est une sous-` 
algebre de Cartan de .`
Ž . Žiii Toute sous-algebre de Cartan de  resp. sous-algebre de Cartan de` `
. contenue dans   est conjuguee, par un automorphisme interieur de  ,´ ´
Ž .resp. egale a une algebre de ce type.´ ` `
˜Ž .iv Soit  une sous-algebre de Cartan de . Il existe une unique`
  ˜decomposition de Langlands    de  , telle que  contienne  . Alors,´
 ˜  d er ˜    Ž .notant      , on a       , ou  est le centre de  . De`
˜ plus  est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  , si et seulement si `
est une sous-algebre de Cartan fondamentale de     d er.`
Ž . Demonstration. Montrons i . On raisonne par l’absurde. On note 	´
une sous-algebre de Cartan de  , qui contient  . Celle-ci existe`
puisque les elements de   sont semi-simples. Supposons qu’aucun´ ´
˜ ˜element de    ne soit regulier dans . Alors, pour tout X	  , il´ ´ ´
existe une racine  de 	 dans  , nulle sur X. Pour une racine donnee,´X
˜ ˜l’intersection de son noyau avec  est un ferme de . Notre hypothese´ `
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˜montre que  est la reunion de ces fermes. Il en resulte que l’un de ces´ ´ ´
˜sous-espaces vectoriels est d’interieur non vide, donc egal a . Cela signifie´ ´ `
 ˜qu’une racine de 	 s’annule sur . Alors, d’apres le Lemme 7, dont on`
verifie aisement qu’il est valable pour toute decomposition de Langlands´ ´ ´
de  , celle-ci doit etre nulle sur . C’est donc une racine de 	 dans  , quiˆ
ne peut etre nulle sur . Une contradiction qui prouve la premiere partieˆ `
˜Ž .de i . Le centralisateur 	 de  est donc une sous-algebre de Cartan. Par`
Ž .ailleurs 	 contient . On en deduit la deuxieme partie de i .´ `
Ž .Pour achever de prouver i , il suffit de voir que les poids non nuls de 
dans  sont les memes que ceux dans . Ceci se fait aisement enˆ ´
utilisant le fait que  est l’ensemble des points fixes d’une af-involution et
la definition des af-involutions.´
˜Ž .Montrons ii . Soit  une sous-algebre de Cartan de  et soit    .` 
˜D’apres le Lemme 7, le nilespace de  dans  est reduit a zero. Comme ` ´ ` ´
˜est une sous-algebre de Cartan de  , le nilespace de  dans  est egal a .` ´ `
˜ ˜ Ž . Finalement le nilespace de  dans  est egal a . Alors ii resulte de Bou,´ ` ´
Chap. VII, Paragraphe 2.1, Proposition 4 .
˜Ž .Montrons iii . Soit  une autre sous-algebre de Cartan de . La`
˜ ˜ ˜projection,  , de  sur    , parallelement a  , est une sous-` `
˜ Ž algebre de Cartan de  cf. Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.1, Corollaire 2`
.  de la Proposition 4 , donc de la forme    , ou  est une sous-algebre` `
˜ ˜de Cartan de . Alors  et  sont deux sous algebres de Cartan de  ,`
˜ayant la meme projection sur  , parallelement a  , donc conjuguees parˆ ` ` ´
un automorphisme interieur de  , d’apres Bou, Chap. VII, Paragraphe 3.4,´ `
˜ Ž .Proposition 5 voir aussi apres la Definition 3 . Si de plus  est contenue` ´
˜dans  , le raisonnement ci-dessus montre qu’elle a la forme indiquee. Ce´
Ž .qui prouve iii .
˜Ž . Ž .Prouvons iv . Grace a iii , on se ramene, par conjugaison, au cas ou ˆ ` ` `
Ž . est contenue dans  et comme dans i . Si    est une decomposition de´
 ˜ Langlands de  , ou  contient  ,  contient un element regulier de  ,` ´ ´ ´
˜contenu dans  , dont le centralisateur dans  est une sous-algebre de`
Cartan de  , contenue dans . Celle-ci est egale au centralisateur dans ´
˜ de  . D’ou l’unicite de  , grace aux proprietes des decompositions de` ´ ˆ ´ ´ ´
Ž Ž ..Langlands cf. Lemme 3 i . L’assertion sur les sous-algebres de Cartan`
fondamentales est claire car  est une sous-algebre de Levi de  , d’apres` `
le Theoreme 1.´ `
`2. TRIPLES DE MANIN POUR UNE ALGEBRE DE LIE
´REDUCTIVE COMPLEXE: DESCENTE
Dans toute la suite  designera une algebre de Lie reductive complexe.´ ` ´
On fixe, 	 , une sous algebre de Cartan de  , 
 une sous-algebre de` `0 0
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Borel de  , contenant 	 . On note 
 la sous-algebre de Borel opposee a` ´ `0 0

 , relativement a 	 .`0 0
Ž .DEFINITION 4. Un triple de Manin pour  est un triplet B,  ,  , ou B´ `
est une forme de Manin sur  ,  et  sont des sous-algebres de Lie reelles` ´
de  , isotropes pour B, telles que   . La forme B etant de Manin,´
les sous-algebres isotropes sont de dimension reelle inferieure ou egale a` ´ ´ ´ `
la dimension complexe de . Ceci implique que  et  dont Lagrangi-
ennes.
Si  est sous  et  est sous , on dit que le triple de Manin est sous
Ž . ,  .
On note G le groupe connexe, simplement connexe, d’algebre de Lie .`
Si  est une sous-algebre de  , on note S le sous-groupe analytique de G,`
d’algebre de Lie . Comme  est complexe, les sous-groupes paraboliques`
Ž   .de  sont connexes cf. Bor , Theoreme 11.16 . Donc, si  est une´ ´
sous-algebre parabolique de  , P est le sous-groupe parabolique de G,`
d’algebre de Lie .`
On remarque que G agit sur l’ensemble des triples de Manin, en posant,
Ž .pour tout triple de Manin B,  ,  et tout g	G,
g B ,  ,   B , Ad g  , Ad g  . 2.1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Notre but est de decrire tous les triples de Manin modulo cette action´
de G.
PROPOSITION 1. Tout triple de Manin est conjugue, sous l’action de G, a´ `
Ž . Ž .   Žun triple de Manin B,  ,  sous  ,  , aec 
   et 
   un tel0 0
.triple de Manin sera dit standard .
De plus  et  sont uniques.
Ž . Ž .Demonstration. Soit B,  ,  un triple de Manin sous  ,  . Soit 
´
Ž . Ž .resp. 
 une sous-algebre de Borel de  , contenue dans  resp.  .`
On a     . Donc   est egal a  et PP est ouvert´ `
 Ž .dans G. Mais PP est reunion de B, B -doubles classes, qui sont en´
Ž . nombre fini Bruhat . L’une de ces doubles classes contenues dans PP
doit donc etre ouverte. Soit p	 P et p	 P, tels que BppB soit unˆ
ouvert de G. On pose B  p
1Bp, B  pBp
1. Alors le sous-groupe de1 1
Ž  . Ž . Borel de G, B resp. B , est contenu dans P resp. P et B B est1 1 1 1
ouvert dans G. Donc, on a 
  
   et l’intersection de 
 et 
1 1 1 1
Ž   .contient une sous-algebre de Cartan de  , 	 cf. Bor , Corollaire 14.13 .` 1
Pour des raisons de dimension, cette intersection est reduite a 	 . Alors 
´ ` 1 1
  et 
 sont opposees relativement a 	 . D’apres Bor, Proposition 11.19 , il´ ` `1 1
 Ž . Ž . Ž  .existe g 	G tel que Ad g 
  
 , Ad g 	  	 . Alors Ad g 
 est1 0 1 0 1
 Ž .  Ž . Ž .egal a 
 . Notant  Ad g  ,   Ad g  , on voit que B,  ,  verifie´ ` ´0
les proprietes voulues.´ ´
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L’unicite de  resulte du fait que deux sous-algebres paraboliques de  ,´ ´ `
conjuguees par un element de G et contenant une meme sous-algebre de´ ´ ´ ˆ `
Ž  .Borel, sont egales cf. Bor, Corollaire 11.17 .´
Ž .On fixe desormais  resp.  une sous-algebre parabolique de  , con-´ `
Ž  . Ž   .tenant 
 resp. 
 . On note    resp.      la decomposi-´0 0
Ž . Ž . Žtion de Langlands de  resp.  telle que  resp.  contienne 	 cf.0
. d erLemme 3 . On note   ,  le centre de . Si  est une sous-algebre de`
Lie reelle de  , Lagrangienne pour une forme de Manin, on notera   ,´
˜     ,    . On introduit des notations similaires pour  . a
Ž  . Ž .Comme 
   resp. 
   ,  resp.  est contenu dans le radical0 0
Ž  .nilpotent de 
 resp. 
 . Ces derniers sont d’intersection reduite a zero,´ ` ´0 0
donc
 4  0 . 2.2Ž .
Decomposant   en sous-espaces poids sous 	 , on voit que´ 0
          . 2.3Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .PROPOSITION 2. i Si un element de G conjugue deux triples de Manin´´
Ž . sous  ,  , c’est un element de P P .´´
Ž . ii Le groupe L L est egal au sous-groupe analytique de G, d’algebre´ `
 Ž  .de Lie   . Notons N resp. N , le sous-groupe analytique de G,L L
 Ž  .d’algebre de Lie   resp.    . Alors on a`
P P L L N  N  .Ž . L L
De plus N  et N  commutent entre eux.L L
Ž . Ž  .Demonstration. Si B,  ,  et B,  ,  sont deux triples de Manin sous´
Ž . ,  , conjugues par un element, g, de G, celui-ci conjugue le radical´ ´ ´
nilpotent de  avec celui de  , donc normalise  , puisque les deux triples
Ž .de Manin sont sous  ,  . Mais un element du normalisateur, Q, dans G´ ´
de  , normalise le normalisateur dans  de  , c’est a dire  , comme on l’a`
Ž Ž ..vu plus haut cf. 1.17 . Comme P est connexe, les elements de Q´ ´
normalisent P. Donc Q est inclus dans P et g	 P. De meme, on aˆ
 Ž .g	 P . D’ou i .`
Ž . Montrons ii . Il est clair que P P est un sous-groupe de Lie de G,
d’algebre de Lie  . On a`
            ,      ,    ,     .
 Ž . Ž .0  Donc N et N commutent entre eux, d’apres 2.2 . Alors L L N N`L L L L
est un sous-goupe ouvert et connexe de P P, donc on a
0 0  
P P  L L N N . 2.4Ž . Ž . Ž .L L
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 Ž .Soit g	 P P . Alors Ad g 	 est une sous-algebre de Cartan de  ,`0
contenue dans  , c’est donc une sous-algebre de Cartan de  `
Ž  .cf. Bou, Chap. VIII, Paragraphe 2.1, Exemple 3 , donc conjugue, par un´
 Ž .0element g de P P , a 	 , puisqu’il s’agit d’algebres de Lie complexes.´ ´ ` `0
 Ž .  Donc Ad g g 	  	 et g g est un element de P P . En utilisant la´ ´0 0
decomposition de Bruhat de G et P, pour B , on voit que gg centralise le´ 0
centre  de . De meme on voit que gg centralise le centre  de . Doncˆ
gg est un element du centralisateur, L, de   dans G. Mais P ´ ´
Ž  .L N N , est une decomposition de Langlands du sous-groupe parabo-´L L
lique de G, d’algebre de Lie`
            .Ž . Ž . Ž .
Or P est connexe, puisque G est complexe. Donc L est connexe. Par
ailleurs, il contient L L et a meme algebre de Lie que L L. Doncˆ `
on a
0  L  L L  L L . 2.5Ž . Ž .
 Ž .0 Ž  .0On conclut alors que g g	 L L . Donc g est un element de P P .´ ´
Ce qui precede montre que´ `
0 P P  P P .Ž .
Ž . Ž . Ž .On acheve de prouver ii , grace a 2.4 et 2.5 .` ˆ `
Le Lemme suivant est une consequence facile de resultats de Gant-´ ´
Ž  .macher cf. G .
LEMME 12. Si  et   sont deux automorphismes inolutifs et antilineaires´
d’une algebre de Lie semi-simple complexe,  , celle-ci contient au moins un`
element non nul et inariant par ces deux inolutions.´´
Demonstration. Avec nos hypotheses   est un automorphisme -´ `
lineaire de  , dont l’espace des points fixes, 

, est un espace vectoriel´
   complexe, non reduit a zero d’apres G, Theoreme 28 . Mais  , est egal´ ` ´ ` ´ ` ´
 Ž . Ž .4    a X	   X   X donc aussi egal a  . Si X	 , on a` ´ `
Ž Ž .. Ž Ž .. Ž .. Ž .donc   X  X, soit encore   X    X . Donc  X est
element de 

. Par suite  , restreint a 

est une involution´ ´ `
antilineaire de 

L’ensemble de ses points fixes est une forme reelle´ ´
de 

, donc il est non reduit a zero. Mais cet ensemble est egal a´ ` ´ ´ `

   .
PROPOSITION 3. Si  et   sont deux af-inolutions d’une algebre de Lie`
semi-simple complexe,  , elle contient au moins un element non nul et´´
inariant par ces deux inolutions.
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Demonstration. On note  , j 1, . . . , r, les ideaux simples de . On´ ´j
 4 Ž .definit une involution  de 1, . . . , r caracterisee par:    ,´ ´ ´ j  Ž j.
j 1, . . . , r. Nous allons d’abord etudier le cas suivant:´
Il existe j tel que  j    j  j. 2.6Ž . Ž . Ž .
Dans ce cas, la restriction de  et   a  , sont deux automorphismes` j
involutifs et antilineaires de  , d’apres la definition des f-involutions, qui´ ` ´j
ont des points fixes non nuls en commun, d’apres le Lemme precedent. La` ´ ´
Proposition en resulte, dans ce cas.´
Supposons maintenant
Il existe j tel que  j    j 
 j. 2.7Ž . Ž . Ž .
 Ž . Ž .  Ž . 4On note j   j . Il est clair que:    X  X  X	j j j
Ž . et de meme pour   . Il existe un element non nul, X de  telˆ ´ ´j j j
Ž 
1 .Ž . 
1que   X  X, car   est un automorphisme -lineaire de ´ j
Ž  . Ž .cf. G, Theoreme 28 . Alors X  X est un element non nul de´ ` ´ ´
Ž . Ž .       , ce qui prouve la Proposition dans ce cas. Ilj j j j
nous reste a etudier le cas suivant:` ´
Pour tout j,  j 
   j . 2.8Ž . Ž . Ž .
On construit, pour tout j, par recurrence sur n, une suite j  j, j , . . . ,´ 1 2
j , . . . , telle quen
pour tout n , j 
 j , 2.9Ž .n1 n
pour tout n , j   j ou   j . 2.10Ž . Ž . Ž .n1 n n
Plus precisement, on pose´ ´
j   1 si  1 
 1, j    1 sinon 2.11Ž . Ž . Ž . Ž .2 2
et, pour n 2, on pose
j   j si j    j et  j 
 jŽ . Ž . Ž .n1 n n n
1 n n
j    j si j    j et  j  jŽ . Ž . Ž .n1 n n n
1 n n
j    j si j   j et   j 
 jŽ . Ž . Ž .n1 n n n
1 n n
2.12Ž .
j   j si j   j et   j  j .Ž . Ž . Ž .n1 n n n
1 n n
Ž . Ž .Ces relations definissent la suite j , car, a cause de 2.8 , on a necessaire-´ ` ´n
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .ment  j 
  j et  j 
  j . Par ailleurs les relations 2.9n n n
1 n
1
Ž .et 2.10 sont verifiees, la premiere resultant d’une recurrence immediate.´ ´ ` ´ ´ ´
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On obtient egalement les relations suivantes:´
Pour n 2, si  j 
 j et si   j 
 j on a:Ž . Ž .n n n n
 j , j , j est egal a  j , j ,  j ou a  j , j ,  j .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .´ ` `n
1 n n1 n n n n n n
2.13Ž .
Pour n 2 et si  j  j ou si   j  j on a: j  j . 2.14Ž . Ž . Ž .n n n n n
1 n1
Apres renumerotation des  , on peut supposer que le debut de la suite` ´ ´j
Ž .j , s’ecrit j  1, j  2, . . . , j  p, j  k p.´n 1 2 p p1
On fait d’abord la convention suivante:
S ’ il existe j tel que  j  j ou   j  j, on suppose qu’ onŽ . Ž .
2.15Ž .l ’ a choisi comme premier element , et , quitte a echanger le role´´ ` ´
 de  et  , qu’il est fixe par  . On a alors  1  1,  1  2.Ž . Ž .´
Ž . Ž . Ž .Traitons le cas ou p 2. Alors j  j , et 2.8 , 2.13 montrent que  2` 1 3
Ž . Ž . Ž .ou  2 est egal a 2. Alors on doit avoir  1  1, d’apres 2.15 , puis´ ` `
Ž . Ž . Ž . Ž . 1  2 d’apres 2.11 . Comme  1  2, on a necessairement  2  2.` ´
Dans ce cas, l’element X  X de   est invariant par  et   si´ ´ 1 2 1 2
et seulement si on a
X   X , X   X , X    XŽ . Ž . Ž .1 1 2 2 2 1
ce qui equivaut au systeme´ `
X   X , X   
1  X , X    X .Ž . Ž . Ž .Ž .1 1 1 1 2 1
Ž .Mais la restriction de  a  resp.  est un automorphisme involutif` 1 2
Ž . Ž . Ž .antilineaire, puisque  1  1 et  2  2 cf. Lemme 5 . De plus, la´
restriction de   a  est soit -lineaire, soit antilineaire, d’apres le` ´ ´ `1
Lemme 6. Alors, la restriction de  
1  a  est un automorphisme` 1
involutif antilineaire. Alors, dans le cas p 2, la Proposition resulte du´ ´
Lemme 12.
On suppose maintenant
p 2. 2.16Ž .
On remarque d’abord que
Si j 2, . . . , p
 1, on a  j 
 j et   j 
 j. 2.17Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .En effet, si on avait par exemple  j  j, 2.14 conduirait a j
 1 j 1`
Ž .une contradiction qui prouve 2.17 .
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Montrons maintenant que
k 1 ou p
 1. 2.18Ž .
Ž . Ž .Supposons k
 1. Alors, on a 1 k p
 1. Alors d’apres 2.13 et 2.14 ,`
on a l’egalite d’ensembles´ ´
  4 k ,  k  k
 1, k 1 , 2.19 4Ž . Ž . Ž .
ce qui implique
 k 
 k ,   k 
 k . 2.20Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . ŽComme j  k, on deduit de 2.20 et 2.13 que la sequence j , j ,´ ´p1 p p1
. Ž Ž . Ž .. Ž Ž . Ž ..j est egale soit a  k , k,  k , soit a  k , k,  k , c’est a dire,´ ` ` `p2
Ž . Ž . Ž .grace a 2.19 , soit a k
 1, k, k 1 , soit a k 1, k, k
 1 . Maisˆ ` ` `
j  p, est different de k
 1. Donc p k 1, i.e. k p
 1. Ceci´p
Ž .acheve de prouver 2.18 .`
Traitons d’abord le cas
k 1. 2.21Ž .
Comme p 2, on a 1
 p
 1. Donc j  p
 1, est different de´p
1
Ž . Ž .j  1. Alors, 2.14 , 2.13 impliquent l’egalite d’ensembles´ ´p1
  4 p ,  p  p
 1, 1 . 2.22 4Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .Supposons, d’abord que  1  2, ce qui implique, d’apres 2.11 , que`
Ž . Ž . Ž . 1  1. Comme p 2, ni  p , ni  p ne peut etre egal a 1. Uneˆ ´ `
contradiction avec l’equation precedente qui montre que l’on doit avoir,´ ´ ´
Ž .d’apres 2.11 ,`
 1  2. 2.23Ž . Ž .
Ž .Comme p 2, la seule possibilite laissee par 2.22 est´ ´
 p
 1  p et   p  1. 2.24Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž . Ž .On deduit de 2.23 et 2.17 , joints a 2.13 et 2.20 , que, pour´ `
j 1, . . . , p
 1, on a
 j  j 1, si j est impair resp.   j  j 1 si j est pair 2.25Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž .ce qui, joint a 2.24 , implique que p est pair. Notons p 2 q.`
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Ž . Ž .On deduit de 2.25 et 2.23 qu’un element X  X de ´ ´ ´ 1 p 1
  , avec X 	 , . . . , X 	 , est invariant a la fois par  et`p 1 1 p p
  si et seulement si le systeme suivant est verifie.` ´ ´
 X  X ,   X  XŽ . Ž .1 2 2 3
. . . , . . .
 X  X ,  X  XŽ . Ž .2 j
1 2 j 2 j 2 j1
. . . , . . .
 X  X ,  X  X .Ž . Ž .2 q
1 2 q 2 q 1
Ž  .qNotons 	 la restriction de   a  , qui est un automorphisme` 1
-lineaire de  . Ce systeme possede une solution non nulle si et´ ` `1
seulement si l’equation´
X  	 X , X 	Ž .1 1 1 1
 possede une solution non nulle. C’est le cas, d’apres G, Theoreme 28 .` ` ´ `
Ceci acheve de prouver la Proposition dans le cas k 1.`
On suppose maintenant
k p
 1 1. 2.26Ž .
Ž . Ž . Ž . Ž .Comme j , j , j  p
 1, p, p
 1 , on deduit de 2.13 , 2.14´p
1 p p1
Ž .et 2.8 , que l’on a soit
 p  p ,   p  p
 1 2.27Ž . Ž . Ž .
soit
 p  p
 1,   p  p. 2.28Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž .Alors, d’apres notre convention 2.15 , on a  1  1. Supposons 2.27`
Ž . Ž .verifie. Comme ci-dessus, ceci joint a 2.23 et 2.13 , montre que p est pair´ ´ `
et que, pour j 1, . . . , p
 1, on a
  j  j 1, si j est impair resp.  j  j 1 si j est pair . 2.29Ž . Ž . Ž .Ž .
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Ž . Ž .On note p 2 q. On deduit de 2.27 et 2.29 qu’un element X´ ´ ´ 1
 X de    , avec X 	 , . . . , X 	 , est invariantp 1 p 1 1 p p
a la fois par  et   si et seulement si le systeme suivant est verifie.` ` ´ ´
 X  X ,   X  XŽ . Ž .1 1 1 2
. . . , . . .
 X  X ,  X  XŽ . Ž .2 j 2 j1 2 j1 2 j2
. . . , . . .




 X  XŽ .2 q 2 q
Ž  .q
1 Notant 	 la restriction de    a  , qui est un isomorphisme` 1
-lineaire de  sur  , ce systeme possede une solution non nulle si et´ ` `1 p
seulement si le systeme`
X   X , X  	
1	 X , X 	 2.30Ž . Ž . Ž . Ž .1 1 1 1 1 1
possede une solution non nulle. La restriction de  a  et  est` ` 1 p
antilineaire. Par ailleurs 	 est soit -lineaire, soit antilineaire, d’apres le´ ´ ´ `
Lemme 6. Donc la restriction a  de 	
1	 est antilineaire. Il resulte` ´ ´1
Ž .alors du Lemme 12, que 2.30 a une solution non nulle. Ce qui acheve la` `
Ž .preuve de la Proposition dans le cas etudie. Le cas ou 2.28 est satisfait se´ ´ `
traite de maniere similaire, mais alors p est impair.`
Ceci acheve notre discussion et la preuve de la Proposition.`
Ž  .THEOREME 2. Si  n’est pas commutatie et si B,  ,  est un triple de´ `
Ž . Manin de  , sous  ,  ,   est different de .´
Demonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un´
Ž . Ž .triple de Manin, B,  ,  , sous  ,  , et que  ne soit pas commutative.
d er Ž   d er .Alors    resp.      est l’espace des points fixes
Ž . d erd’une af-involution  resp.  de  , d’apres le Theoreme 1. En` ´ `
appliquant la Proposition precedente, on aboutit a une contradiction avec´ ´ `
  4l’hypothese    0 , ce qui acheve de prouver le Theoreme.´ ` ´ `
Notation. Si  est une sous-algebre abelienne de  et  un sous-espace` ´
Ž .-invariant de  , on note 
  ,  l’ensemble des poids non nuls de  dans
Ž .. Les poids sont les elements de Hom  , qui sont des valeurs propres´ ´ 
pour l’action de  agissant sur . Le sous-espace de poids  est note  .´
Soit V un sous-espace 	 invariant de . On suppose qu’il est la somme0
de sous-espaces poids de  pour 	 , ce qui s’ecrit aussi´0
V  .Ý
   44		 V 
 00
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Alors V admet un unique supplementaire 	 -invariant, V  , qui est egal a´ ´ `0
la somme des sous-espaces poids de  qui ont une intersection nulle avec
V, soit encore
V   .Ý
   44		  V 00
Ž V Ž .On note p resp. p , la projection de  sur V resp. V parallelement`V
 Ž . Va V resp. V . Tout sous-espace 	 -invariant est stable sous p et p .` 0 V
Si de plus V est -invariant, V  est aussi -invariant. En effet, comme 
est reductive dans  , V admet un supplementaire -invariant qui n’est´ ´
autre que V  . On voit aussi que dans ce cas, V  ne depend pas du choix´
de la sous-algebre de Cartan 	 de  , contenue dans . On a le meme fait` ˆ0
pour  et  .
Ž .THEOREME 3. Soit B une forme de Manin reelle resp. complexe sur  et´ ` ´
 ,  des sous-algebres de Lie Lagrangiennes de  pour B, aec  sous  et `
sous . On a, grace au Theoreme 1,      , ou   ,ˆ ´ ` `
   .
˜ On note   . On fait de meme pour  .ˆ
Ž . Ž .Les conditions i et ii suiantes sont equialentes:´
Ž . Ž .i B,  ,  est un triple de Manin
 ˜    ˜Ž . Ž . Ž .ii Notant   p   ,   p    , on a1 1
Ž .   Ž  .a  et  sont contenues dans   , et B ,  ,  est un triple de1 1 1 1 1
Manin dans  , ou B designe la restriction de B a  .` ´ `1
Ž .  b   et    sont reduits a zero.´ ` ´
Ž  .Si l’une de ces conditions est erifiee, on appellera B ,  ,  l’antecedent´ ´ ´ ´1 1 1
Ž .du triple de Manin B,  ,  .
Ž . Ž . Ž .Demonstration. Montrons que i implique ii . Supposons que B,  , ´
soit un triple de Manin dans . Pour des raisons de dimension, ceci
  4 Ž .equivaut a    0 . Ceci implique immediatement la propriete b de´ ` ´ ´ ´
Ž .ii .
ŽMontrons ensuite que  est une sous-algebre de Lie reelle resp.` ´1
. complexe de   , et isotrope pour B .1
Etudiant les sous-espaces poids sous 	 , on voit que0
       . 2.31Ž . Ž . Ž .
 Ž .Comme   est 	 -invariant et que p   est reduit a zero, on a´ ` ´0
p

     .Ž .
Il en resulte que  est bien contenu dans  . Par ailleurs, la restriction´ 1
de p

a  est la projection sur , parallelement a . C’est donc un` ` `
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morphisme d’algebres de Lie, ce qui implique que  est une sous-algebre` `1
de Lie relle de  .´
Soit X, X 	  . Ce sont des elements de  , et il existe N  et´ ´1 1
N 	  tels que Y et Y soient elements de  , ou´ ´ `1 1
Y XN  , Y  X N  .1 1 1
  ŽPar ailleurs  et  sont orthogonaux pour B cf. la fin de la demonstra-´
. Ž .tion du Theoreme 1 . Un calcul immediat montre alors que B Y, Y est´ ` ´ 1
Ž . Ž .egal a B X, X . Comme Y, Y 	  , B Y, Y est nul. Finalement,  est´ ` 1 1 1 1 1
isotrope pour B . On montre de meme des proprietes similaires pour  .ˆ ´ ´1 1
Montrons      . Soit X	  . Alors X I I , avec I	1 1
     ˜  ˜ , I 	  . Ecrivons IHN, I H N ou H	  , H 	  , N	  ,`
N 	 . On a donc
XHNH N  2.32Ž .
ce qui implique: H X
H 
N 
N. On voit ainsi que H est element´ ´
Ž  .de     . Decomposant sous l’action de 	 , on voit que´ 0
      . 2.33Ž . Ž .
˜  Finalement H est element de   . de meme, on voit que H est´ ´ ˆ
˜ element de   . Par ailleurs,  et  sont des sous-espaces 	 -in-´ ´ 0
 Ž .variants et en somme directe avec   . Donc, appliquant p a 2.32 ,` 
on a
X p  H  p  H  .Ž . Ž .   
Ž . De 2.31 , on deduit que la restriction de p a   est egale a la´ ` ´ ` 
restriction de p

a  . Donc, on a`
p  H  p

H 	 Ž . Ž .  1
on obtient de memeˆ
p  H 	 Ž .  1
et l’on conclut que
X	    .1 1
Ceci acheve de prouver que`
     . 2.34Ž .1 1
Par ailleurs:
  est le centralisateur d ’un element semi-simple de  , dont´´
2.35Ž .l ’image par la representation adjointe n’a que des aleurs propres´
reelles.´
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Ž . ŽŽ  . .En effet         est une decomposition de Langlands´
d’une sous-algebre parabolique de .`
 ŽAlors la restriction B de B a   est une forme de Manin cf.`1
. Corollaire du Lemme 2 , et  ,  , qui sont isotropes pour B , sont de1 1 1
dimensions reelles inferieures ou egales a la dimension complexe de  .´ ´ ´ `
Ž .La somme dans 2.34 est necessairement directe, ce qui acheve de prouver´ `
Ž . Ž .que i implique ii .
Ž . Ž . Ž .Montrons que ii implique i . Supposons satisfaites les conditions a et
Ž . Ž . b de i . Montrons que   est reduit a zero. Soit X un element de´ ` ´ ´ ´
 . Alors
  ˜  ˜  XHNH N , ou H	  , H 	  , N	  , N 	  . 2.36Ž .`
On a alors
HH N 
N	    .Ž .
Ž . L’egalite 2.33 implique que H	   . De meme, on montre que´ ´ ˆ
  Ž .H 	   . Appliquant p a 2.36 , on voit que` 
p  X  p  H  p  H Ž . Ž . Ž .     
et, grace a la premiere partie de la demonstration, cela conduit aˆ ` ` ´ `
p  X  p





H  p H   0.Ž . Ž .
 ˜   ˜Mais p est injective sur   , car    est reduit a zero. En effet´ ` ´
 ˜    est contenu dans   . On voit que cette derniere intersection est`
  ˜ egal a  . Donc    est egal a    , qui est reduit a zero,´ ` ´ ` ´ ` ´
Ž . d’apres b . Donc H est nul et il en va de meme de H . Alors X est un` ˆ
element de  , qui est reduit a zero, d’apres nos hypotheses sur  , .´ ´ ´ ` ´ ` `
Donc X est nul et   est reduit a zero. Alors la somme   est´ ` ´
directe, et l’on a    pour des raisons de dimension. Ceci acheve de`
prouver le Theoreme.´ `
Ž . Ž .PROPOSITION 4. Si B,  ,  est un triple de Manin sous  ,  , d’antece-´ ´
Ž  .     dent B , ,  , et si g nn x	 P P , ou x	 L L , n	N , n 	N ,`1 1 1 L L
Ž Ž . Ž  .. Ž Ž . Ž  ..l’antecedent de B, Ad g  , Ad g  est egal a B , Ad x  , Ad x  .´ ´ ´ ` 1 1 1
˜Ž .Demonstration. Ecrivons  Ad g  et    , etc. On note´
Ž  . Ž Ž . Ž ..B ,  ,  , l’antecedent de B, Ad g  , Ad g  . On a, grace a la Proposi-´ ´ ˆ `1 1 1
tion 2,
g nnx n x x
1 nx .Ž .
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Donc
Ad g   Ad n x Ž . Ž .

1  Ž . puisque x nx	N I. Comme n x	 L L N  L, cela impliqueL
˜  ˜ Ad n x  ,Ž .
˜  ou   . Mais n x est aussi element de P . Alors, on a` ´ ´
˜   ˜    Ad n x   .Ž .
D’ou l’on deduit` ´
  ˜   p Ad n x   .Ž .Ž .1
Mais il est clair que la restriction de p

a , n’est autre que la`
projection sur , parallelement a . Cette restriction entrelace l’action´ `
adjointe de P sur  avec l’action naturelle de P sur , identifie au´
  Ž  .quotient de  par  N agit trivialement . Il en resulte´
 ˜   Ad x p    Ad x Ž .Ž .Ž .1 1
comme desire. On traite de maniere similaire  .´ ´ ` 1
Ž .PROPOSITION 5. Tout triple de Manin sous  ,  est conjugue, par un´
 Ž . Ž .element de P P a un triple de Manin, B,  ,  , sous  ,  , d’antecedent´´ ` ´ ´
 ˜Ž .B ,  ,  pour lequel il existe une sous-algebre de Cartan fondamentale `1 1 1
˜  Ž . Ž . Ž .resp.  , de  resp.  , contenue dans  resp.  . On dit que le triple1 1
 ˜ ˜Ž . Ž .B,  ,  est lie a son antecedent, aec lien  ,  .´ ` ´ ´
Ž . Ž .Demonstration. Demontrons i . Soit B,  ,  un triple de Manin pour´ ´
Ž . Ž . , sous  ,  . On note   , etc. On note  resp.  , l’af-involu-
Ž . Ž .tion de  resp.  ayant  resp.  pour espace de points fixes. On
definit de meme  . Comme    , on a´ ˆ 
   .
Appliquant p a cette egalite, on en deduit` ´ ´ ´
       .Ž .Ž .
On applique encore la projection de  sur  , parallelement a  pour` `
obtenir
   .Ž .
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Ž  .0 Ž  .0En consequence, H P M est ouvert dans M. Or P M est le´
sous groupe parabolique de M, d’algebre de Lie . Par ailleurs `
etant une af-involution,  est le produit d’ideaux  , invariants par  et´ ´ j
sur lesquels induit:
soit une conjugaison par rapport a une forme reelle,` ´
ŽŽ . Ž 
1Ž . Ž ..soit un automorphisme de la forme X, Y  	 Y , 	 X , ou 	`
est un isomorphisnie lineaire ou antilineaires, entre deux ideaux de  ,´ ´ ´ j
 , , dont  est la somme directe.j j j
ŽŽ .0 Ž .0.Il resulte alors de la description des HM , PM -classes´
ouvertes M2 et M1 Proposition 1 et Theoreme 1, que   contient une´ `
sous-algebre de Cartan fondamentale  de  et une sous-algebre de Borel,` `

 , de  , contenant  , contenue dans  , et telle que
 
  
 . 2.37Ž .Ž .
D’apres le Lemme 11,`
˜   
est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  et le centralisateur dans`
˜ ˜ , 	 , de  est une sous-algebre de Cartan de . Comme    , 	` 
Ž .contient . Donc 	 est egale a 	   et est contenue dans . De la´ `
definition des af-involutions, il resulte que toute sous-algebre de Cartan de´ ´ `
 contient des elements reguliers de . Alors la sous-algebre de Cartan,´ ´ ´ `
Ž .	 , de  est egale au centralisateur de   
 dans . Il resulte alors´ ´
  Žde Bor , Proposition 11.15, que 	 est contenue dans 
. Donc 	 	
.    est contenu dans   . C’est une sous-algebre de Cartan de`
  , donc elle est conjuguee a 	 , par un element du sous-groupe´ ` ´ ´0
 Ž .analytique de G, d’algebre de Lie   . Mais, d’apres 2.31 , on a:` `
 Ž . Ž  . Ž         et ce sous-groupe analytique est egal a L´ `
.  L N , puisque L L est connexe, d’apres la Proposition 2.`L
Donc, il existe n	N  , x	 L L, tels queL
Ad xn 	  	Ž . 0
soit encore
Ad n 	  Ad x
1 	    . 2.38Ž . Ž .Ž . 0
˜    
On trouve de meme  , 
 , 	 et x 	 L L , n	N , verifiant des propri-ˆ ´L
etes similaires. On pose´ ´
u nn ,  Ad u  ,  Ad u  .Ž . Ž .
Comme n et n commutent et que  est un ideal de  , on a´
Ad u   Ad n Ž . Ž .
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et de memeˆ
Ad u   Ad n  .Ž . Ž .
On pose alors
˜  ˜ ˜ ˜    Ad n  ,   Ad n  , 
 Ad n 
 , 
  Ad n 
 .Ž . Ž .Ž . Ž .
2.39Ž .
Ž .On voit alors que B,  ,  est un triple de Manin, conjugue par u a´ `
Ž . Ž .B,  ,  et sous  ,  .
˜ ˜On va voir que  a les proprietes voulues. D’abord, comme  est une´ ´
sous-algebre de Cartan fondamentale de  , par conjugaison, on en deduit` ´
˜que  est une sous-algebre de Cartan fondamentale de . Le centralisa-`
˜teur, 	 , de  verifie´
	 Ad n 	 2.40Ž .Ž .
 Ž .donc est contenu dans   , d’apres 2.38 . Alors, d’apres le Lemme 11,` `
˜ ˜ ˜ ˜Ž .on a bien     , ou    , et   est egal a  .` ´ ` 
˜  ˜ On a vu que  est contenu dans    , donc dans   . De plus
  ˜ ˜p est l’identite sur  . Donc  est contenu dans  . Par ailleurs, comme ´ 1
˜ est une sous-algebre de Cartan de  , contenue dans   , c’est une`
˜  Ž sous-algebre de Cartan de   cf. Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.1,`
. ŽExemple 3 , et par projection, c’est une sous-algebre de Cartan de  cf.` 1
.l.c., Corollaire 2 de la Proposition 4 .
Il reste a voir que cette sous-algebre de Cartan de  est fondamentale.` ` 1
Ž .On suppose que  est sous  . D’apres le Lemme 11 iv , il existe une`1 1
unique decomposition de Langlands      , telle que  contienne´ 1 1 1 1
˜ d er ˜. On note    . Il suffit de voir que  est une sous-algebre`1 1 1
de Cartan fondamentale de     . Pour cela, il suffit de voir1 1 1
˜qu’aucune racine de  dans  n’est reelle. D’apres le Lemme´ `1 1
˜ ˜Ž . Ž . Ž .11 iv ,      , ou  est le centre de  . Alors, une`1 1 1 1
˜ ˜racine  de  dans  , prolongee par zero sur   est une´ ´1 1 1
˜racine de  dans . Mais alors, comme  est une sous-algebre de Cartan`
Ž .fondamentale de  ,  n’est pas reelle sur  , d’apres le Lemme 11 i . Ceci´ `
˜prouve que  est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  . On` 1
˜montre de meme que  est une sous-algebre de Cartan fondamentale deˆ `
  et  . Ceci acheve la preuve de la Proposition.`1
Ž . Ž .THEOREME 4. Tout triple de Manin reel resp. complexe sous  ,  est´ ` ´
 Žconjugue, par un element de P P , a un triple de Manin reel resp.´ ´´ ` ´
. Ž . Ž .complexe sous  ,  , B,  ,  , dont tous les antecedents successifs,´ ´
Ž  . Ž  .B,  ,  , B,  ,  , . . . , sont des triples de Manin standard dans   1 1 2 2 1
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,  , . . . , relatiement a l’intersection de 
 , 
 , aec  ,  , . . . , et tel que`2 0 0 1 2
Ž  . Ž .l’intersection  resp.  de 	 aec  resp.  soit une sous-algebre de`0 0 0
Ž . Ž   .Cartan fondamentale de  resp.  , contenue dans  ,  , . . . resp.  , , . . . .1 2 1 2
Un triple satisfaisant ces proprietes sera appele triple fortement standard.´´ ´
Le plus petit entier, k, tel que   	 , est appele la hauteur du triple´k 0
fortement standard.
Demonstration. On procede par recurrence sur la dimension de  d er. Si´ ` ´
celle-ci est nulle, le Theoreme est clair. Supposons l’assertion demontree´ ` ´ ´
pour les algebres reductives dont l’ideal derive est de dimension stricte-` ´ ´ ´ ´
ment inferieure a celle de  d er. D’apres la Proposition 5, le triple donne´ ` ` ´
est conjugue, par un element de P P, a un triple de Manin T , sous´ ´ ´ `
Ž .  ,  , lie a son antecedent T . D’apres l’hypothese de recurrence, ce´ ` ´ ´ ` ` ´1
dernier est conjugue par un element, g , de L L, a un triple de Manin´ ´ ´ 1
fortement standard: T  g T . Par transport de structure, T g T  est1 1 1 1
Ž . Ž  . Ž .lie a son antecedent T . On note T B,  ,  , T  B,  ,  , et  , ´ ` ´ ´ 1 1 1 1
un lien entre ces triples. Comme T est fortement standard,   	  1 1 0 1
Ž   .resp.   	   est une sous-algebre de Cartan fondamentale de `1 0 1 1
Ž  . Ž   .resp.  . Alors  et  resp.  et  sont des sous-algebre de Cartan`1 1 1
Ž  .fondamentales de  resp.  , donc conjuguees par un element i de I´ ´ ´1 1 1 1
Ž   .resp. i de I ; i.e.,1 1
 i  ,  i  .Ž . Ž .1 1 1 1
On dispose d’une suite exacte de groupes
0N  P L 0
ou la fleche de P dans L est le morphisme dont la differentielle est la` ` ´
restriction de p

a . La definition de  montre que la restriction de ce` ´ 1
˜  0Ž .morphisme a H P est un morphisme surjectif sur I , de noyau` 1
 ˜contenu dans N . Comme H est contenu dans I, on en deduit qu’il existe´L
n	N  et i	 I tels queL
i  in .1




1Montrons que le triple de Manin T B,  ,  , defini par T n n T,´
Ž .  convient. D’abord c’est un triple sous  ,  , puisque n, n 	 P P ,
 Žconjugue du triple initial. Par ailleurs n et n commutent cf. Proposition´
.2 et N est contenu dans I. Donc on a
 n
1   n
1 i
1   i
1  .Ž . Ž . Ž .1
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Ž .Comme  i  est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  ,`1 1

1Ž .i    est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  , par trans-`1 1
port de structure. De plus  est contenue dans  . De meme  est uneˆ1 1 1
sous-algebre de Cartan fondamentale de , contenue dans  . Par ailleurs,` 1
comme T est fortement standard, 	 est la somme directe de  et  .1 0 1 1
Comme  et  ont une intersection reduite a zero, il en resulte que ´ ` ´ ´ 1
Ž  . Ž .resp.  est egal a l’intersection de 	 avec  resp.  . Par ailleurs,´ `1 0
Ž .d’apres la Proposition 4, l’antecedent de B,  ,  est egal a T . Comme ce` ´ ´ ´ ` 1
dernier est fortement standard, ce qui precede suffit a prouver que´ ` `
Ž .B,  ,  l’est aussi.
Remarque 1. Le Theoreme 4 reduit la classification des triples de´ ` ´
Manin a celle des triples fortement standard.`
PROPOSITION 6. Si deux triples de Manin fortement standard sont con-
jugues par un element de G, ils sont de meme hauteur. Ceci permet de definir´ ´´ ˆ ´
la hauteur d’un triple de Manin comme la hauteur d’un triple fortement
standard auquel il est conjugue.´
Demonstration. On procede par recurrence sur la dimension de  d er. Si´ ` ´
celle-ci est nulle, la Proposition est vraie. Sinon, d’apres la Proposition 2 et`
la Proposition 4, si deux triples de Manin fortement standard sont con-
jugues par un element, leurs antecedents sont conjugues par un element´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
de L L. La Proposition resulte alors immediatement de l’application de´ ´
l’hypothese de recurrence.` ´
Etablissons quelques proprietes des triples fortement standard. On´ ´
utilisera les deux Lemmes suivants.
LEMME 13. Soit B une forme de Manin -bilineaire. Soit  une sous-´
algebre Lagrangienne complexe sous . Soit  un poids non nul de 	 dans` 0
 , tel que   soit contenu dans . Alors   est contenu dans .
Demonstration. On emploie les notations du Theoreme 1. On note´ ´ `
Ž  .   	  . On sait que si  est une racine de 	 dans  ,    ,0 0
 Ž .avec  
  cf. Lemme 5, pour les f-involutions . De plus si    ,   
pour un autre poids de 	 dans  , on a  egal a  ou  . On note´ `0
  X  X  X	  . 4Ž .
Soit R un sous-ensemble de l’ensemble R, des poids non nuls de 	 0
  4dans  , tel que R et   	 R forme une partition de R. Alors,
on a
        2.41Ž . Ž .ž /  	 R
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qui est une decomposition en somme directe de representations de  qui´ ´
sont deux a deux sans sous-quotients simples isomorphes, toutes etant` ´
irreductibles, sauf peut-etre la premiere. Soit  comme dans l’enonce. Si´ ˆ ` ´ ´
 n’est pas un poids de 	 dans  , comme il est non nul, c’est un poids de0
	 dans . En etudiant l’action de  , on est conduit a´ `0
   .
Comme 
  , c’est impossible. Une contradiction qui acheve de prouver`
le Lemme.
Ž  .LEMME 14. Soit B,  ,  un triple de Manin complexe fortement stan-
Ž  . Ž  .dard, et soit B ,  ,  son antecedent, que l’on suppose sous  ,  . On´ ´1 1 1 1 1
note      la decomposition de Langlands de  telle que  conti-´1 1 1 1 1
enne 	 et on note  l’ideal derie de  .´ ´ ´0 1 1
Ž . Ž  .Alors  est egal a l’ideal derie de     et l’inolu-´ ` ´ ´ ´1
tion,  , de  , dont     est l’ensemble des points fixes, est egale´1 1 1 1 1
a la restriction de  a  .` ` 1
Demonstration. On reutilise les notations du Lemme precedent. Etudi-´ ´ ´ ´
˜ ant la decomposition en representations irreductibles sous  , de   , et´ ´ ´
Ž .utilisant 2.41 , on voit que
˜          .Ž . ž / 	 R ,   
Mais    si et seulement si   et  

sont contenus dans . Si 
satisfait cette condition on a
p

    si   et    ,Ž .
p

   si   ,  

 .Ž . 
Notons, pour V sous-espace vectoriel complexe de  , invariant sous 	 ,0
Ž .
 V, 	 , l’ensemble des poids non nuls de 	 dans V. Alors on a0 0
       2.42Ž .1 1 1 
ou`
       . 2.43Ž .1 	 R
Ž   , 	 . ,  	
Ž   , 	 .0 0
et
      . 2.44Ž .1 	
Ž   , 	 . ,  	
Ž   , 	 .0 0
On remarque que
         . 2.45Ž . Ž . Ž .Ž .1
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Donc  est une sous-algebre de Lie de  , reductive, dont le centre` ´1
Ž . Ž .est contenu dans . Notons        	 . On voit1 0
aisement que     est une sous-algebre parabolique, de  ,´ `1 1 1
dont le radical nilpotent est  , et la decomposition ci-dessus est une´1
decomposition de Langlands de  avec 	 contenu dans  .´ 1 0 1
Ž . Ž . Ž .Par ailleurs  est contenue dans  , d’apres 2.42 , 2.43 et 2.44 ,`1 1
   Tenant compte du fait que, pour 	 R,  ,   , d’apres la defini-` ´
Ž .tion de  et des f-involutions, on deduit de 1.3 que le radical nilpotent de´
 contient  . Par ailleurs, comme le centre de  est contenu dans 	 , le1 1 1 0
radical et, a fortiori, le radical nilpotent de  est contenu dans 	   .1 0 1
Ž .Mais ce radical nilpotent ne rencontre pas 	 cf. Theoreme 1 , donc il est´ `0
egal a  . Alors    ,   . Donc  a la forme annoncee. Comme´ ` ´1 1 1 1 1 1
Ž .    , on deduit de 2.45 que  a la forme annoncee.´ ´1 1 1 1
3. CLASSIFICATION DES TRIPLES DE MANIN COMPLEXES
Dans toute cette partie, triple de Manin voudra dire triple de Manin
complexe. On rappelle qu’on a fixe 	 et 
 ,  , .´ 0 0
On definit´
   4 
    	  Re  0, ou Re  0 et Im  0 ,    .
Ž .Si B est une forme de Manin complexe sur  , on note  resp.  la 

somme de ses ideaux simples,  , pour lesquels la restriction de B a  est´ `i i
 i  Ž 
.  egal a K , avec  	 resp.  . L’algebre de Lie  ,  est la somme´ ` ` ii
directe de ses ideaux  et  .´  

LEMME 15. Aucune sous-algebre de Lie semi-simple complexe de ` 
Ž .resp.  n’est isotrope pour B.

On fait la demontration pour  , celle pour  etant identique. Soit ´ ´ 

une sous algebre de Lie semi-simple complexe de  . On note  une`  
forme reelle compacte de . Alors  est contenu dans une forme reelle´ ´
compacte de  . En effet, le sous-groupe analytique de G d’algebre de` 
Lie  est compact, comme groupe de Lie connexe d’algebre de Lie`
semi-simple compacte. Il est donc contenu dans un sous-groupe compact
maximal K de G , et l’algebre de Lie,  , de K , convient. On note  ,` i
i 1, . . . , p, les ideaux simples de  . Alors   , ou   ´ `  i1, . . . , p
 . Le Lemme resultera de la preuve de´i
 4B X , X 
 0, x	  0 . 3.1Ž . Ž .
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Pour cela on remarque que
 x 
 0,Ý i i
i1, . . . , p
si, pour i 1, . . . , p ,  	 et x  0, non tous nuls. 3.2Ž .i i
 4Maintenant, si X	  0 et X Ý X , ou X 	  , alors`i1, . . . , p i i i
Ž .K X , X est negatif ou nul, et non nul pour au moins un indice i. Alors´ ` i ii
Ž . Ž .3.1 , et donc le Lemme, resulte de 3.2 et de la definition de  .´ ´ 
LEMME 16. Soit  une sous-algebre Lagrangienne sous . On note`
  ,    ,    .  
 

On a   . Par ailleurs la f-inolution,  , dont  est l’espace 

des points fixes, induit un morphisme bijectif, 	 , entre  et  tel que 

B 	 X , 	 X 
B X , X , X	 .Ž . Ž . Ž .Ž . 
Demonstration. L’involution  permute, sans point fixe, d’apres le´ `
Lemme 5, les ideaux simples de . Ceux-ci sont contenus dans des ideaux´ ´
simples de  , donc contenus soit dans  , soit dans  . Donc  
 
 . Si  envoyait un ideal simple de  dans un autre ideal de  ,´ ´
  
l’algebre de Lie  , donc aussi  , contiendrait une sous-algebre semi-` ` 
simple complexe isotrope. C’est impossible, d’apres le Lemme precedent.` ´ ´
Donc  envoie tout ideal simple de  dans  . Le Lemme en resulte´ ´ 

immediatement.´
 Notations.  et  sont des ideaux de  qui commutent et  ,  ´ 

Ž . Ž .   . Alors  resp.  possede 	  	   resp. 	  	  ` 
  
  0  
 0 

Ž  comme sous-algebre de Cartan et 
   resp. 
   : l’utilisation de 
` 0  0 
 0
.au lieu de 
 est importante comme sous-algebre de Borel. On note `0 
Ž .resp.  l’ensemble des racines simples de  relatiement a ces sous-`
 
algebres de Borel et de Cartan. Ces racines peuent etre ues comme des` ˆ
Ž .racines de 	 dans  nulles sur 	 resp. 	 .0 
 
On definit, pour  comme dans le Lemme precedent, R , l’ensemble des´ ´ ´ 
Ž .racines de 	 ou   	 dans  ,     R .0  0    
Puis on definit comme ci-dessus R et  .´ 
 

On dit que  racine de 	 dans  est positie si c’est une racine de 	0  0
dans 
 , et on dit que  racine de 	 dans  est positie si c’est une racine0 0 

de 	 dans 
 .0 0
La restriction de 	 a   	 definit une bijection entre  et` ´ 0

  	 , dont l’inerse de la transposee induit une bijection, notee A,´ ´
 0
Ž .ente R et R . On notera, pour 	 R , A , au lieu de A  . 
 
Si  est une racine de 	 dans  , on note H l’element de 	 , tel que´´0  0
Ž . H  2 et qui est orthogonal au noyau de  pour la forme de Killing
de .
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Ž .Soit 	  et  A . Alors, on voit facilement que H resp. H est  
 Ž 
.element de  resp.  . Comme 	 transporte la forme de Killing de ´ ´ 
sur celle de  , et que celles-ci sont proportionnelles a la restriction de la`

forme de Killing de  , on a
	 H H .Ž . 
Le Lemme 16 implique donc
B H , H 
B H , H ,  , 	  . 3.3Ž .Ž . Ž .A A   
Soit  une autre sous-algebre Lagrangienne de  , pour laquelle on`
introduit des objets similaires, notes avec des .´
On notera C, ou parfois A
1A , l’application definie sur la partie,´
eventuellement vide´




1A , 	 dom C , 3.5Ž .
l’image de C etant egale a´ ´ `
  4Im C 	 R  A	 R . 3.6Ž . 

Ž .LEMME 17. Soit B,  ,  , un triple fortement standard. Aec les nota-
tions precedentes, pour tout 	 dom C, il existe n	 tel que´ ´
 , . . . , C n
1	 dom C et C n dom C.
Demonstration. Soit 	 dom C. Supposons que pour tout n	 ,´
C n soit defini et element de dom C. Comme R est un ensemble fini, il´ ´ ´ 
existe n , n 	 , distincts, tels que C n1 C n
1 . D’ou l’on deduit` ´1 1
l’existence de n	 tel que C n  . On note
   ,   C , . . . ,   C n
1 .1 2 n
Montrons que
 4   4   4 , . . . ,   R  R , A  , . . . ,   A  , . . . ,  . 3.7Ž .Ž . Ž .1 n   1 n 1 n
En effet, pour tout i,  est element de dom C Im C, ce qui implique´ ´i
la premiere inclusion. Par ailleurs, pour i 1, . . . , n
 1, comme`
A
1A    on ai i1




1A    , on a aussin 1
A  A .n 1
Ž .Ceci acheve de prouver 3.7 .`
0 Ž 0 . Ž .On note R resp. R , l’intersection de R resp. R avec le 
  

 Ž .sous-espace vectoriel reel, V , de 	 , engendre par les  resp. A ,´ ´0 0 i i
i 1, . . . , n. L’identification de 	 a 	 , a l’aide de la forme de Killing de` `0 0
Ž . Ž . , fait apparaıtre V comme le dual d’ un sous-espace vectorielˆ 0 
  
 Ž .complexe  de  . On definit de meme  . On note  resp.  la´ ˆ0 0 0 
0
sous-algebre de Lie de  engendree par les espaces radiciels   , 	 R0` ´  




      0ž /0  0	 R
0  Žcar R est un systeme de racines dans  Bou, Chap. 5, Par. 1,` 0
. Proposition 4 . Il en va de meme pour  . Alors 	 et 	 induisent unˆ 
0
isomorphisme entre  et  . Donc 	 
1	 induit un automorphisme0 
0
de  , qui a donc un point fixe non nul, X. Comme X et0 0
Ž . Ž .	 X 	 , X 	 X est non nul. Par ailleurs, on a
0
	 X  	  X et X 	 X 	     .Ž . Ž . Ž .
Une contradiction qui acheve de prouver la propriete voulue pour C.` ´ ´
Ž  .PROPOSITION 7. Soit B,  ,  , un triple fortement standard.
Ž  . Ž  .Alors, pour tout 	 R resp. R ,  et A resp. A , sont de memeˆ 
Žsigne i.e. si 	 R est une racine de 	 dans 
 , A est une racine de 	 0 0 0
 .dans 
 . . . .0
Debut de la demonstration. On raisonne par recurrence sur la dimen-´ ´ ´
sion de  d er. Si celle-ci est nulle, le resultat est clair. On suppose main-´
tenant que celle-ci n’est pas nulle, et que la Proposition est vraie pour les
algebres reductives dont l’ideal derive est de dimension strictement` ´ ´ ´ ´
inferieure a celle de  d er. Nous allons commencer par etablir plusieurs´ ` ´
Lemmes.
LEMME 18. Aec les notations precedentes, on a:´ ´
Ž .i Si 	 R et  Im C,  et A sont de memes signes.ˆ
Ž .  ii Si 	 R , et  dom C,  et A sont de meme signes.ˆ
Ž .Demonstration. Montrons i . Raisonnons par l’absurde, et supposons´
que  et  A soient de signes opposes. L’hypothese sur  equivaut a´ ` ´ `
	 R , A R . 3.8Ž . 
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Quitte a changer  en 
 , on peut supposer  positive. Soit X un`

  Ž . 
 element non nul de   
 . Alors 	 X 	  
 , d’apres notre´ ´ ` 0 
 0
hypothese sur  , et la definition des ensembles de racines positives. Enfin` ´
Ž .Y X 	 X est un element non nul de .´ ´
Comme 
 
 et que 






Supposons d’abord  R . Comme  est positive, 
 est contenu 
dans 
 et  R implique, comme ci-dessus, que 
 est contenu dans0  
 Ž .   . Alors X 	 X est un element non nul de de      . Une´ ´
contradiction qui montre qu’on doit avoir 	 R .
 Ž .   Ž . 
 
Alors X	 , 	 X 	  , Y	   et p Y  X. Donc   
Ž  . Ž .est contenu dans  , ou B ,  ,  est le triple antecedent de B,  ,  .` ´ ´1 1 1 1
Appliquant le Lemme 13 a  , on voit qu’alors 
 est contenu dans  .` 1 1
Ž .Mais comme le triple B,  ,  est fortement standard, les poids de 	 dans0
 doivent etre des poids de 	 dans 
 , ce qui n’est pas le cas de 
 .ˆ1 0 0
Ž . Ž .Ceci acheve de prouver i . Pour ii , l’hypothese se traduit par une` `
Ž . condition analogue a 3.8 , en echangeant le role de  et  . On deduit` ´ ˆ ´
Ž . Ž .donc ii de i .
LEMME 19. Si 	 R  Im C, il existe 	 dom C,  Im C, et n	
tels que
 , C , . . . , C n
1	 dom C , et C n dom C
et erifiant´
i  4 C , pour un i	 1, . . . , n .
Demonstration. Comme C est une bijection de dom C sur Im C, car A´
et A sont injectives, on note C
1 la bijection reciproque. Echangeant le´





1 , C  , . . . , C 	 Im C , C  Im C.Ž . Ž .
Ž 
1 .nOn pose  C 	 dom C. On a aussi  Im C. On choisit, graceˆ
au Lemme 17, n	 tel que
 , C , . . . , C n
1	 dom C , et C n dom C.
Alors  et n ont clairement les proprietes voulues.´ ´





 . Ž  . R . Alors  et A resp. A sont de meme signe.ˆ

Demonstration. Prouvons l’assertion sur A et soit  comme dans´
l’enonce. Les hypotheses impliquent que   et  A sont contenus dans´ ´ `
. Donc, on a
     Ž . Ž .
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et d’apres le Lemme 14, on a   . De plus, d’apres ce meme Lemme,` ` ˆ1
l’involution  est la restriction de  a  . On va appliquer l’hypothese` `1 1
de recurrence du debut de la demonstration de la Proposition 7. Pour cela´ ´ ´
Ž . Ž . Ž  .on remarque que, grace au Lemme 1 iii ,        et deˆ  
Ž . meme pour   . Donc les racines de 	 dans   qui sont positivesˆ 
 0
dans   sont positives dans . L’application de l’hypothese de recur-` ´
rence montre alors que  et A sont de meme signe. Ceci acheve deˆ `
Ž . prouver i . Alors l’assertion sur A resulte de celle sur A , par echange´ ´
du role de  et  .ˆ
Ž . LEMME 21. i Soit 	 R  Im C,  R . Alors  et A sont de 
meme signe.ˆ
Ž .  ii Soit 	 R  dom C,  R . Alors  et A sont de memeˆ 
signe.
Ž .Demonstration. Demontrons i . Soit  comme dans l’enonce. Quitte a´ ´ ´ ´ `
changer  en 
 , on peut supposer que  est negative. Raisonnons par´
l’absurde et supposons A positive. Soit X	  . Nos hypotheses mon-`
trent que   est contenu dans . Par ailleurs, ecrivant A
1A  , ou´ `
	 dom C, on a A A	 R . Donc  A est contenu dans  . Alors
 

X  X 	   , p

X  X   X .Ž . Ž . Ž .Ž .
Il en resulte que  A est contenu dans  , donc dans  , d’apres le´ `1 1
Lemme 13. Alors  A doit etre contenu dans 
 , puisque le tripleˆ 0
Ž  .B ,  ,  est standard. Mais, comme A	 R et est positive, ce n’est1 1 1 

Ž . Ž .pas le cas. Une contradiction qui acheve de prouver i . L’assertion ii se`
Ž .deduit de i par l’echange de  et  .´ ´
Fin de la demonstration de la Proposition 7. Soit 	 R et montrons´ 
que A est de meme signe que  . Distinguons 3 cas.ˆ
Ž .1 Si  Im C, cela resulte du Lemme 18.´
Ž . 2 Si 	 Im C et  R , cela resulte du Lemme precedent.´ ´ ´
Ž .   
1  3 Si 	 Im C et 	 R , on ecrit  A A  , ou 	 dom C.´ `
Alors on a A A	 R  R . On conclut grace au Lemme 20.ˆ
 

On vient donc de montrer que pour tout 	 R ,  et A sont de
meme signe.ˆ
On demontre un enonce similaire pour A en echangeant le role de ´ ´ ´ ´ ˆ
et .
Ceci acheve la demonstration de la Proposition.` ´
˜On rappelle que, pour  racine de 	 dans  , H , 	 R a ete defini´ ´ ´0 
Ž .avant 3.3 . C’est la coracine correspondant a  . On rappelle qu’un`
systeme de generateurs de Weyl de  d er est une famille W ` ´ ´
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Ž .H , X , Y , ou     , telle que, pour tout  , 	 , on ait`   	  

X , Y   H 3.9Ž .   
H , X N X 3.10Ž .   
H , Y 
N Y 3.11Ž .   
ou`







N X  ad Y 1
N Y  0, si 
  . 3.13Ž .   
Un tel systeme existe et on obtient les autres par conjugaison par les`
elements de J .´ ´ 0
Ž .Notez que H , X , Y est un systeme de generateurs de Weyl de` ´ ´   	
 . De plus, comme  et  commutent, si 	  et 	  , on a  
  

N N  0. 
DEFINITION 5. On appelle donnee de BelavinDrinfeld generalisee,´ ´ ´ ´ ´
Ž  .relativement a B, la donnee de A, A ,  ,  , verifiant les 5 proprietes` ´ ´ ´ ´ 
suivantes:
Ž .1 A est une bijection d’une partie  de  sur une partie  de  

 , telle que

B H , H 
B H , H ,  , 	  . 3.14Ž .Ž . Ž .A A   
Ž .   2 A est une bijection d’une partie  de  sur une partie  de  

 , telle que

B H  , H  
B H , H ,  , 	  . 3.15Ž .Ž . Ž .A  A    
Ž .  
1   Ž . Ž .3 Si on definit C A A comme dans 3.4 , 3.5 , alors C satis-´
fait la ‘‘condition de sortie’’:
Pour tout 	 dom C, il existe n	 tel que  , . . . , C n
1	 dom C
et C n dom C.
Ž . Ž .4  resp.  est un sous-espace vectoriel complexe de 	 , con-  0
Ž  .tenu et Lagrangien dans l’ orthogonal  resp.  , pour la forme de
Ž .Killing de  ou pour B , a l’espace engendre par les H , 	   ` ´  




Ž .5 Si  est le sous-espace de 	 engendre par la famille H H ,´0  A
	  et si on definit de meme , alors on a´ ˆ

  4       0 . 3.16Ž . Ž . Ž . 
On notera alors R l’ensemble des racines de 	 dans  qui sont 0
combinaison lineaire d’elements de  . On definit de meme R , R , R .´ ´ ´ ´ ˆ 
  

Ž . ŽOn notera encore A resp. A le prolongement par -linearite de A resp.´ ´
. Ž   .A , qui definit une bijection de R sur R resp. R sur R .´  
  

Ž .LEMME 22. Si A erifie la condition 1 ci dessus, il existe un unique´
ismorphisme, 	 , de la sous-algebre  de  , engendree par les X , H , Y ,` ´   
	  , sur la sous-algebre  de  , engendree par les X , H , Y , 	  ,` ´ 
    

tel que
	 H H , 	 X  X , 	 Y  Y , 	 .Ž . Ž . Ž . A  A  A
En effet  et  sont semi-simples et les familles donnees sont des´ 

systemes de generateurs de Weyl de ces algebres. Alors, d’apres Bou,` ´ ´ ` `
Chap. VIII, Paragraphe 4.3, Theoreme 1 , il suffit, pour montrer le´ `
Ž . Ž .Lemme, de voir que les relations, du type 3.9 a 3.13 , satisfaites par ces`
generateurs se correspondent, c’est a dire qu’il faut montrer´ ´ `
 H  A H ,  , 	  . 3.17Ž .Ž . Ž . A 
ŽMontrons d’abord que, dans la deuxieme definition de N deuxieme` ´ `
Ž ..egalite de 3.12 , on peut remplacer K par n’importe quelle autre forme´ ´ 
-invariante non degeneree. En effet si   n’est pas dans le meme ideal´ ´ ´ ´ ˆ ´
 Ž . Ž .simple que  , B H , H  K H , H  0. Sinon B et K sont pro-     
portionnelles sur l’ideal simple contenant   et  . D’ou notre assertion.´ `
Ž . Ž .Alors 3.17 resulte immediatement de la condition 1 .´ ´
 Ž . Ž .Remarque 2. Etant donnes A, A , verifiant les conditions 1 a 3´ ´ `
Ž .ci-dessus, on peut toujours trouver  et  satisfaisant conditions 4 et 
Ž .5 .
En effet, on va voir que cela resulte de l’assertion suivante.´
Soit  ,  des sous-espaces ectoriels complexes isotropes d’un espace
ectoriel complexe, de dimension finie paire, 2n,  , muni d’une forme
  4bilineaire symetrique non degeneree, B, tels que    0 et maximaux´ ´ ´ ´ ´ ´
pour cette propriete. Alors  et  sont lagrangiens, i.e. de dimension n.´´
Montrons d’abord cette assertion. On procede par recurrence sur n.` ´
L’assertion esr claire pour n 0. On suppose n 1 et l’assertion
demontree au rang n
 1. On traite d’abord le cas ou  et  ne sont pas´ ´ `
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  Ž .orthogonaux pour B. On peut choisir X	  , X 	  , avec B X, X 
 0.
Alors l’orthogonal  de l’espace engendre par X et X  est de dimension´1
Ž . Ž . Ž .2 n
 1 ,  resp.  est la somme directe de X resp. X et de son
Ž  .intersection  resp.  avec  . De plus, on peut appliquer l’hypothese`1 1 1
de recurrence a  ,  ,  , ce qui implique que  ,  sont de dimension´ ` 1 1 1 1 1
n
 1. On en deduit que  et  ont la dimension voulue.´
Supposons maintenant que  et  sont orthogonaux. Alors   est
isotrope, donc de dimension inferieure ou egale a n. Pour des raisons de´ ` ´ `
maximalite, cette dimension doit etre egale a n. On peut supposer, par´ ˆ ´ `
exemple, que  est de dimension strictement inferieure ou egale a n. Alors´ ` ´ `
l’orthogonal,  , de  contient strictement  , pour des raisons de
dimension. Soit Y	  , Y  . Alors Y n’est pas orthogonal a`
 , qui est egal a son propre orthogonal. Soit Z	  , tel que´ `
Ž . Ž .2 B Y, Z  1. Alors Y  Y
 B Y, Y Z est isotrope et verifie les memes´ ˆ1
proprietes que Y. Alors le couple Y ,  contredit l’hypothese de´ ´ `1
maximalite. Ceci acheve de prouver notre assertion.´ `
Montrons que  est de dimension paire. En effet  est de dimension
Ž .paire voir debut du paragraphe 4 . Il en va de meme pour  , car´ ˆ
  et 	 est un isomorphisme de  sur  . Enfin la 
  

dimension de  est egale a la somme de la dimension de  , de celle de ´ `
et de deux fois celle de . L’application de l’assertion avec   conduit
au resultat voulu.´
Ž  .PROPOSITION 8. Soit B D  A, A ,  ,  une donnee de´ 
BelainDrinfeld generalisee, relatie a B. On note  la sous-algebre´ ´ ´ ` `
parabolique de  , contenant 
 et . On utilise les notations du Lemme0
 Ž . 4precedent. On note      , ou  X 	 X  X	 . On´ ´ ` 
definit de meme .´ ˆ
Ž .Alors B,  ,  est un triple de Manin fortement standard. On dira que ce
triple de Manin est associe a la donnee de BelainDrinfeld generalisee, B D,´ ` ´ ´ ´ ´
et au systeme de generateurs de Weyl, W . On le notera T .` ´ ´ B D, W
Ž . On note W  H , X , Y . C’est un systeme de generateurs de` ´ ´1    	
Ž  .d er  
1Ž  .Weyl de   . Notons       A    . On note A la1   
 
 1
restriction de A a  et  son image. On definit de meme A . On note ` ´ ˆ1 1
 1 1
l’intersection des noyaux des elements de    et on note      ,´´ 1 1
   11
ou  est l’intersection de  aec  . On definit de meme   . Alors` ´ ˆ1 1 1
Ž  .A , A ,  ,  est une donnee de BelainDrinfeld generalisee, B D , pour´ ´ ´ ´1 1   11 1
B restreinte a   et l’antecedent du triple T est egal a T .` ´ ´ ´ `B D, W B D , W1 1
Demonstration. On procede par recurrence sur la dimension de  d er. Si´ ` ´
celle-ci est nulle, le resultat est clair. On suppose le resultat est vrai pour´ ´
les algebres reductives dont l’ideal derive est de dimension strictement` ´ ´ ´ ´
inferieure a celle de  d er.´ `
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Montrons que  est isotrope pour B. Etudions la forme bilineaire, B,´
sur  , definie par´
B X , Y 
B 	 X , 	 Y , X , Y	 .Ž . Ž . Ž .Ž . 
C’est clairement une forme bilineaire invariante sur  , qui coincide sur´ 
 Ž .  	  avec la restriction de B a  , d’apres 3.14 et le Lemme` `0  
22. Comme  est une sous-algebre de Cartan de  , le Lemme 1` 
permet de voir que B coincide sur  avec cette restriction. Comme  
et  sont orthogonaux pour B, il en resulte que  est isotrope. Par´

ailleurs, la definition de  montre que c’est l’espace des points fixes d’une´
f-involution,  , de  , dont la restriction a  est egale a 	 . En` ´ `
particulier  permute  et  . La decomposition de Langlands  ´ 

  , ou  contient 	 , verifie  . L’application du Theoreme 1` ´ ´ `0
montre que  est une sous-algebre de Lie de  , Lagrangienne pour B.`
On montre de meme que  est Lagrangienne pour B.ˆ
Ž .Pour montrer que B,  ,  est un triple de Manin de  , on se propose
d’appliquer le Theoreme 3.´ `
  4  Montrons que    0 . Soit X	   . Alors, comme  est
orthogonal a 	 , pour la forme de Killing de  , il en est ainsi de X. Notons` 0
R l’ensemble des poids non nuls de 	 dans  . Ceux-ci sont en 0 
particulier nuls sur 	 . Alors on a

X X   	 X  , ou X  	  . 3.18Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . `Ý 
	R
Ž Ž ..On note que 	 X  est de poids  sous 	 , ou  est un poids de 	 dans`0 0
Ž . , donc nul sur 	 . La decomposition 3.18 apparait alors comme une´
 
decomposition de X en vecteurs poids sous 	 , pour des poids deux a deux´ `0
distincts. Comme X	  
 , et que    , il faut que, pour tout0  
Ž .	 R , avec  positive, on ait X   0. D’autre part, si 	 R , avec 
Ž Ž ..  negative, 	 X  est un element de  , avec  negative. En effet ´ ´ ´ ´

est l’image de  par le prolongement -lineaire de A a l’espace vectoriel´ `
Ž Ž .. reel engendre par  . Alors 	 X  appartient a 
 . Comme X	  , on´ ´ ` 0
Ž Ž .. Ž .doit avoir 	 X   0, donc aussi X   0. Finalement X 0, comme
  4   4desire. Donc    0 . On montre de meme    0 .´ ´ ˆ
On note
˜ ˜   ,  	   ,    . 0 
Si 	 R , on note
  X 	 X  X	  . 4Ž . 
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Ž .Alors, d’apres 2.41 ou l’on prend R R on a` ` 
˜ ˜    . 3.19Ž .ž /	 R
˜Cette decomposition apparait comme une decomposition de  en repre-´ ´ ´
sentations de  sans sous-quotients simples equivalents, les  etant de´ ´
 ˜plus irreductibles. Comme  contient  , on en deduit´ ´
˜  ˜       . 3.20Ž .ž /	 R ,    
On note encore A le prolongement -lineaire de A au sous-espace´
vectoriel reel de 	 engendre par  . On a alors, pour tout 	 R ,´ ´0  
Ž  . A     . Comme  est somme de sous-espaces poids sous 	 , on a0
   si et seulement si  et A sont des poids de 	 dans  c’est a` 0
dire
	 R et   ,  A  . 3.21Ž .
Ž . Ž .Calculons p  pour  satisfaisant 3.21 . On distingue quatre cas
selon que  ,  A sont contenus dans  ou .
1 	 R  R , A	 R  R .Ž .   
 

  Ž .  Ž Ž ..Dans ce cas, si X	  , on a X	 , 	 X 	 . Alors p X 	 X 

Ž . X 	 X . Donc
p

   .Ž . 
2 	 R  R ,  A  .Ž .  
  Ž . On trouve comme ci-dessus que si X	  , on a X	 , 	 X 	  .
Ž Ž ..Alors p X 	 X  X. D’ou l’on deduit que` ´
p

   .Ž . 
3 	 R ,    , A	 R  R .Ž .  
 






  A.Ž . 

4 	 R ,    ,  A  .Ž . 
Alors on aurait    et cette possibilite est exclue, d’apres ce qu’on a´ `
vu plus haut.
Notons
            A 3.22Ž . 
ž / ž /1  
	 R  R , A R 	 R  R , A	 R  




d er       ,    	 . 3.23Ž . Ž .Ž .Ž1 1 1 0
L’analyse des poids sous 	 montre que0
  	    ž /1 0 	 R1
ou`
R  R  R  A





En particulier  et  ont une intersection reduite a zero.´ ` ´1 1
On note  la restriction de  a  , qui est clairement une f-involu-`1 1
tion. En effet  est la somme directe de son intersection avec et  ,1  

et  permute ces deux ideaux. On note  l’ensemble des points fixes de´1 1
Ž Ž .. . On deduit de la definition de  cf. 3.23 , et de  que´ ´1 1 1




 ˜   p   .Ž .1
Ž .Grace a 3.20 et ce qui precede on voit que  est la somme de sonˆ ` ´ ´ 1
˜intersection,  , avec 	 , avec son intersection avec l’orthogonal de 	 pour0 0
la forme de Killing de . Tenant compte du fait que A preserve le signe´
Ž .des racines, on voit, grace a la discussion ci-dessus et a 3.20 , queˆ ` `
l’intersection de  avec l’orthogonal de 	 pour la forme de Killing de  ,1 0
coincide avec celle de    . On en deduit l’egalite´ ´ ´1 1
˜       . 3.25Ž .Ž .1 1 1
Montrons que      est une sous-algebre parabolique de  .`1 1 1
Ž Ž . Ž ..D’apres la definition de  , et de celle de  ,  cf 3.22 , 3.23 , ` ´ 1 1 1 1
est la somme de son intersection  avec  avec celle avec  ,  . Il1  
 1

suffit donc d’etudier separement ces intersections. On ne traite que´ ´ ´
 ,  se traitant de la meme maniere. Soitˆ `1 1

E 	 R R  A R , F R  R  A
1 R  R . 4 Ž .  
   
 

Montrons que E, F, E F sont des parties closes du systeme de racines`
de 	 dans    , R  R , E F en etant une partie parabolique,´0   
  Ž  contenant R  R et dont E est un ideal cf. War, 1.1.2.9, 1.1.2.13 ,´ 
.   pour la terminologie . On utilise le fait que R , R et R sont des parties  
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Ž .  Žcloses, car, d’apres leur definition cf. fin de la Definition 5 , R resp.` ´ ´ 
 .R est l’ensemble des racines qui sont combinaisons lineaires d’elements´ ´ ´

Ž .de  resp.  . Le seul point non immediat est le fait que si 	 E,´ 

	 F et si   est une racine de 	 dans  , alors   appartient a`0
E. D’apres la definition de R on voit que nos hypotheses impliquent que` ´ `

Ž . A    R . Il reste a voir que   est positive. L’etude de ses` ´

composantes dans la base , montre que l’une de celles-ci, correspondant
a une racine 	  ,  A
1 , est strictement positive, car pour l’une`  

au moins de ces racines, la composante de  est strictement positive tandis
que celle de  est nulle. Cela implique que   est positive et
finalement dans E.
Joint a la definition de  , et celles de  et  , cela implique que` ´ 1 1 1
 est une sous-algebre parabolique de    .`1 
On conclut que  est une sous-algebre parabolique de  , qui`1
contient 
   . La demonstration montre aussi que  en est le´0 1
radical nilpotent.
Notons    et  l’intersection de  avec le centre  de  .1 1 1 1 1
Montrons que
    . 3.26Ž .1 1
Ž .En effet tout element de  est de la forme X 	 X , ou X est un´ ´ `
element de 	  . On note que  et  sont la somme directe de´ ´ 0  1
leurs intersections avec  et  . Il en va de meme de 	 ,  ,  . Alors Xˆ 
 0 1
est la somme d’un element de 	   avec un element de  ´ ´ ´ ´0 1  1
 . La decomposition ci-dessus en resulte aussitot.´ ´
On pose
       3.27Ž . 1  11
Ž .de sorte que 3.25 se reecrit´´
       .1 1  11
On a
dim 	  dim 	   dim 	   dim Ž . Ž . 0  0   0 
 
 dim  dim  . 
Ž .Comme  est Lagrangienne dans  , tenant compte de 3.26 , on a
dim 	  dim   dim   dim  . 3.28Ž . 0  1  1  
On a aussi
dim 	  dim 	   dim  . 3.29Ž . Ž . 0  0 1  1
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Montrons
dim 	   dim  . 3.30Ž . Ž . 0 1  1
En effet,    , verifie´1 1
  X 	 X  X	 	  4Ž .1 0 1
et
	   	   	 Ž . Ž .0 1 0 1 0 1

Ž .les deux facteurs etant echanges par 	 . L’egalite 3.30 en resulte. On´ ´ ´ ´ ´ ´
Ž . Ž .deduit de 3.28 a 3.30 que´ `
dim   dim  .   11
Comme    et  sont isotropes pour B, et orthogonales pour B1 
restreinte a  , puisque le centre d’une algebre reductive est orthogonal a` ` ´ `
son ideal derive pour toute forme invariante, ce qui precede montre que´ ´ ´ ´ `
 est Lagrangienne dans  . 3.31Ž . 11
Cela implique que  est Lagrangienne pour B, d’apres le Theoreme 1.` ´ `1
On introduit de la meme maniere  . On prend A egal a la restrictionˆ ` ´ `1 1
 
1Ž  . de A a       A    . On definit de meme A . Mon-` ´ ˆ1   
 
 1
Ž  .trons que A , A ,  ,  est une donnee de BelavinDrinfeld generalisee.´ ´ ´ ´1 1  1 1
Ž . Ž .Les conditions 1  3 resultent immediatement des conditions satisfaites´ ´
Ž  . Ž . Ž .par A, A ,  ,  . La condition 4 resulte de 3.31 . Enfin la condition´1 1 
Ž . Ž . Ž . Ž .5 resulte de la condition 5 pour B D, joint a 3.26 et 3.27 . L’applica-´ `
Ž  .tion de l’hypothese de recurrence montre que B ,  ,  un triple de` ´ 1 1 1
Manin associe a B D et W . Le Theoreme 3 permet de conclure que´ ` ´ `1 1
Ž . Ž  .B,  ,  est un triple de Manin, d’antecedent B ,  ,  . Ceci acheve la´ ´ `1 1 1
preuve de la Proposition.
THEOREME 5. Tout triple de la forme T , ou B D est une donnee de´ ` ` ´B D, W
BelainDrinfeld generalisee, et W un ensemble de generateurs de Weyl de´ ´ ´ ´ ´
 d er, est un triple de Manin fortement standard.
Ž .ii Reciproquement tout triple fortement standard est de cette forme.´
Ž . Ž .iii Soit T resp T , ou B D, B D sont des donnees de` ´B D, W B D, W
BelainDrinfeld generalisees, et W , W des ensembles de generateurs de Weyl´ ´ ´ ´ ´
de  d er.
Ces triples de Manin sont conjugues sous G, si et seulement si B DB D.´
Alors ils sont conjugues par l’element de J qui conjugue W et W .´ ´´ 0
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Ž .Demonstration. Le point i a ete vu a la Proposition precedente.´ ´ ´ ` ´ ´
Ž . Ž . Ž .Prouvons ii . Soit B,  ,  un triple fortement standard sous  ,  . On
utilise les notations qui suivent le Lemme 16. D’apres la Proposition 7,`
l’application A est une bijection de R sur R qui preserve les signes des´ 

racines. Donc elle induit une bijection de  sur  , notee encore A. On´ 

a des proprietes analogues pour A. On note     ,    . On´ ´  
voit facilement que   	 est l’espace vectoriel engendre par les´0
H H , 	  et que     	 . On a des proprietes similaires´ ´ A   0
 Ž . pour  . Alors 3.16 resulte du fait que  et  ont une intersection reduite´ ´
Ž . Ž   .a zero. D’apres le Theoreme 1, le Lemme 17 et 3.3 , A, A ,  ,  est` ´ ` ´ `  
une donnee de BelavinDrinfeld generalisee, notee B D. Il reste a trouver´ ´ ´ ´ ´ `
un systeme de generateurs de Weyl de der, verifiant les relations du` ´ ´ ´
Lemme 22, avec 	 comme dans le Lemme 16. Si 	  est comme dans
le Lemme 18, i.e. 	 dom C,  Im C, on choisit X 	  , Y 	 
 , 
 tels que X , Y H .  
Puis notant   C i , i 0, . . . , n, on definit par recurrence sur i, pour´ ´i
Z X ou Z Y,
Z  	
1	  Z 3.32Ž .Ž . i1 i
l’expression du membre de droite etant bien definie, pour i 0, . . . , n
 1,´ ´
car alors  	 dom C.i
Puis on pose, pour Z X ou Z Y,
Z  	 Z si  	  , et Z   	  Z si  	  .Ž . Ž .A  i  A   i i i i i
3.33Ž .
Cette definition est coherente, car si  A  A  , on a  	 dom C et´ ´ i i i
 Ž .C   . Mais alors on a i i  1. Il resulte de 3.32 que les deux´i i
Ž .definitions de Z de 3.33 coincident.´ 
Maintenant, soit un element  de    qui n’est pas de la forme  ,´ ´  
 i
pour un  comme ci-dessus. En particulier on a  dom C,  Im C.
 
  On choisit X 	  , Y 	  , tels que X , Y H , puis on pose, pour    
Z X ou Z Y,
Z  	 Z si 	  , et Z   	  Z si 	  .Ž . Ž .A   A   
3.34Ž .
Montrons que cette definition est coherente. Supposons que A soit´ ´
defini et egal a l’ un des A ci dessus. On aurait alors 	 Im C, ce qui´ ´ ` i
est impossible. Comme  dom C, on voit de meme que A , s’il estˆ
defini ne peut-etre egal a l’un des A . Enfin si A A , pour deux´ ˆ ´ ` i
elements  ,   comme ci-dessus, on aurait 	 Im C, ce qui n’est pas. Les´ ´
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Ž . Ž .autres egalites a envisager pour voir la coherence de 3.33 et 3.34 etant´ ´ ` ´ ´
exclues, d’apres la bijectivite de A et A, cette coherence est donc` ´ ´
prouvee.´
Enfin si 	 ,     , on choisit X 	  , Y 	 
 , tels que 
  
  Ž .X , Y H . Il est alors facile de voir que la famille H , X , Y est      	
un systeme de generateurs de Weyl, W . De plus la definition de 	 , 	  et` ´ ´ ´
Ž . Ž . Ž .3.33 3.34 montrent que le triple B,  ,  est egal a T . Ceci acheve´ ` `B D, W
Ž .la preuve de ii .
Ž .Prouvons iii . Supposons les deux triples conjugues par un element de´ ´ ´
Ž  . Ž .G. On note le premier triple B,  ,  qu’on suppose sous  ,  , on note
Ž  .B D A, A ,  ,  et on introduit des notations similaires pour le 
deuxieme triple, en soulignant. Montrons que`
 	   	 ,  	   	 . 3.35Ž .0 0 0 0
On procede par recurrence sur la dimension de  d er, le resultat etant` ´ ´ ´
clair si celle-ci est nulle. Par ailleurs, comme deux sous-algebres parabo-`
liques standard conjuguees sous G sont egales, on a´ ´
 ,    ,  3.36Ž . Ž . Ž .
et les deux triples sont conjugues par un element de P P. De la´ ´ ´
Proposition 4, on deduit que les antecedents des deux triples, qui sont´ ´ ´
fortement standard, sont conjugues par un element de L L. L’applica-´ ´ ´
tion de l’hypothese de recurrence conduit au resultat voulu, car si` ´ ´
Ž  . Ž .B ,  ,  est l’antecedent de B,  ,  , la definition des triples fortement´ ´ ´1 1 1
Ž .standard montre que  	    	 , etc. L’egalite 3.36 montre que´ ´0 1 0
Ž . , donc  . De 3.35 , on deduit l’egalite de   	´ ´ ´ 0
avec   	 . Comme la definition de T montre que  est´0 B D, W
Ž .engendre par H H et de meme pour  , l’egalite de A et A en´ ˆ ´ ´ A 	
resulte immediatement. Il en va de meme de l’egalite de A et A. Comme´ ´ ˆ ´ ´
    et de meme pour  , on deduit l’egalite de ces espaces deˆ ´ ´ ´ 
Ž .3.35 , car   et    	   et de meme pour  . On procede deˆ ` 0 
meme pour   ,   . Donc B D est egal a B D, comme desire. Maintenant,ˆ ´ ` ´ ´ 
il est clair qu’un element de J qui conjugue W et W , conjugue les deux´ ´ 0
triples.
Soit  une algebre de Lie simple complexe, 	 , une sous-algebre de` `1 1
Cartan de  ,   	  , 	  	 	 	 et B la forme -bilineaire sur  ,´1 1 1 0 1 1
-invariante, egale a K sur le premier facteur et a 
K sur le deuxieme´ ` ` ` 1 1
facteur.
 4  4On remarque que    	 0 ,   0 	  . On fixe une sous-algebre` 1 
 1
de Borel 
 de  . On note 
 la sous-algebre de Borel opposee,` ´1 1 1
relativement a 	 . On pose 
  
 	 
 . Soit W un systeme de` `1 0 1 1 1
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generateurs de Weyl de  , relativement a l’ensemble,  , des racines´ ´ `1 1
simples de l’ensemble des racines de 	 dans 
 . On note W le systeme de`1 1
Ž  4. Ž 4 .generateurs de Weyl de  egal a W 	 0  0 	W .´ ´ ´ ` 1 1
THEOREME 6. L’ensemble T ou B D decrit l’ensemble des donnees´ ` ` ´ ´B D, W
 4de BelainDrinfeld generalisees telles que A est l’identite de  ,   0 ,´ ´ ´ ´ 1 
Ž .classifie les triples de Manin pour  , B,  ,  , ou  est egal a la diagonale` ´ `
Ž .diag  de  	  , modulo la conjugaison par la diagnale de G 	G .1 1 1 1 1
Demonstration. D’apres le Theoreme precedent, il existe une unique´ ` ´ ` ´ ´
Ž  .donnee de BelavinDrinfeld generalisee, B D A, A ,  ,  telle que´ ´ ´ ´  
Ž .B,  ,  soit conjugue a T . Il est alors facile de voir que  est sous .´ ` B D, W
 4Alors  et  sont reduits a zero et    	 0 . Par ailleurs, la´ ` ´  1
conjugaison des triples se traduit par le fait que l’isomorphisme 	 du
Lemme 22, de  sur  , est un automorphisme interieur de  . Par´1 1 1
ailleurs, il preserve 	 et induit une permutation, A, de l’ensemble  .´ 1 1
Ž Cette permutation doit donc etre triviale, i.e. A est l’identite cf. Bou,ˆ ´
.Chap. VIII, Paragraphe 5.2 . Alors 	 est l’identite et la premiere sous-´ `
algebre isotrope de T est la diagonale. L’element de G qui conjugue` ´ ´B D, W
les deux triples stabilise donc la diagonale. C’est donc un element de la´ ´
diagonale. Le theoreme en resulte.´ ` ´
Remarque 3. Avec les notations precedentes, appelons donnee de´ ´ ´
Ž  .BelavinDrinfeld une paire A ,  , telle que, pour A egal a l’identite et´ ` ´
 4 Ž  .  0 , le quadruplet A, A ,  ,  soit une donnee de BelavinDrin-´  
 Ž .feld generalisee. Cela veut dire que A verifie la condition 2 de la´ ´ ´ ´
Ž .definition des donnees de BelavinDrinfeld generalisees Definition 5 ,´ ´ ´ ´ ´ ´
 Ž . que C A verifie la condition 3 et que  ne rencontre pas la´ 
diagonale de  	  . Ainsi le Theoreme precedent montre que les´ ` ´ ´1 1
donnees de BelavinDrinfeld parametrise les classes de conjugaison, sous´ ´
Ž .la diagnale de G 	G , de triples de Manin pour  , B,  ,  , ou  est`1 1
Ž .egal a la diagonale diag  de  	  .´ ` 1 1 1
Il existe une correspondance bijective enttre ces triples de Manin et
Žcertaines r-matrices cf. l’appendice de Macey pour une preuve et des
.references . Notre theoreme donne donc a nouveau une classification de´ ´ ´ ` `
Ž  .ces r-matrices. Celle de de Belavin et Drinfeld cf. BD, Theoreme 6.1 se´ `
fait a l’aide des memes parametres: les donnees de BelavinDrinfeld.` ˆ ` ´
Ainsi a une donnee de BelavinDrinfeld sont associes par le theoreme` ´ ´ ` `
precedent d’une part, et le travail de BelavinDrinfeld, joint a la corres-´ ´ `
pondance ci-dessus, d’autre part, deux triples de Manin dans  , dont l’une
des sous-algebres isotropes est la diagonale. L’appendice de Macey montre`
que ce sont bien les memes.ˆ
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´ `4. TRIPLES DE MANIN REELS POUR UNE ALGEBRE
SEMI-SIMPLE COMPLEXE
4.1.
Soit  une algebre de Lie semi-simple complexe, soit  une forme`1 1
reelle deployee de  et 
 une sous-algebre de Borel de  , complexifiee´ ´ ´ ` ´1 1 1
d’une sous-algebre de Borel, 
 , de  . Soit 	 une sous-algebre de` `1 1 1
Cartan deployee de  , contenue dans 
 et 	 sa complexifiee. On note´ ´ ´1 1 1
X X la conjugaison de  par rapport a sa forme reelle  . On note ` ´1 1
l’application de  dans   	  , definie par´1 1 1
 X  X , X , X	  .Ž . Ž . 1
Ž .Alors   est une forme reelle de  et la conjugaison, j, par rapport a´ `1
cette forme reelle verifie´ ´




 et 	  	 	 	 .0 1 1 0 1 1
Ž .Si V est un sous-espace vectoriel reel de  , on notera V   V ´ 1 
Ž .i V  .
On utilisera les Notations qui suivent le Lemme 16 pour .
Si B est une forme -bilineaire invariante sur  , on note B , l’unique´ 1 
forme -bilineaire invariante sur  , telle que´
B  X , X   2 iB X , X  , X , X 	  . 4.1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . 1
On voit aisement que, si  , est un ideal simple de  , et si la restriction´ ´ 1
de B a  est egal a Im K , pour 	, on a` ´ ` 
   B X , Y , X , Y  K X , X 
 K Y , Y ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .  
X , X  , Y , Y 	  . 4.2Ž .
La demonstration de la Proposition suivante est immediate.´ ´
PROPOSITION 9. On fixe une une forme de Manin reelle T , B, sur  .´ 1
Ž .L’application qui a un un triple de Manin reel dans  , B,  ,  , associe` ´ 1
Ž  .B , ,  , est une bijection entre l’ensemble des triples de Manin reels de´  
 , associes a B, et l’ensemble des triples de Manin complexes de  , associes´ ` ´1
a B , et pour lesquels chacune des sous-algebres Lagrangiennes est stable` `
par j.
Cette bijection transforme triples fortement standard, relatiement a 
 , 	 ,` 1 1
en triples fortement standard relatiement a 
 , 	 . En outre elle transforme` 0 0
Ž .les triples conjugues par G en triples conjugues par  G .´ ´1 1
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HYPOTHESE. On suppose que, pour tout ideal simple de  ,  , la` ´ 1
restriction de B a  est egale a Im  K , pour un  de partie reelle non nulle.` ´ ` ´i 
On note  la somme des ideaux simples  de  , tels que la´1 1
restriction de B a  est egal a Im  K , pour Re 	. On definit de` ´ ` ´i 
Ž .meme  . Alors, au vu de 4.2 , on a, pour la forme B ,ˆ 1
 




˜ ˜Ž . Ž .On note R  resp. R l’ensemble des racines de 	 resp. 	 dans1 1 0
Ž .  resp.  , ou  vaut  ou 
. On a:`1
˜ ˜ ˜ 4  4R  R 	 0  0 	 R .Ž . Ž . 1 1

Ž .On note  resp.  les racines simples de 	  	   dans1 1
 1 1 1
Ž .
   resp. 	  	   dans 




racines de 	 dans  . Alors, avec les notations qui suivent le Lemme 16,1 1
on a
 4  4   	 0  0 	  ,Ž . Ž . 1 1

4.4Ž .
 4  4  
 	 0  0 	 
 .Ž . Ž .Ž . Ž .
 1
 1
Soit W un systeme de generateurs de Weyl de  , relativement a 	 ,` ´ ´ `1 1 1
     , dont tous les elements sont dans  . Soit W le systeme´ ´ `1 1 1
 1
de generateurs de Weyl de  , relativement a     , et defini´ ´ ` ´ 

Ž .comme suit, en tenant compte de 4.4 .
Si 	  on pose1
H  H , 0 , X  X , 0 , Y  Y , 0 , 4.5Ž . Ž . Ž . Ž .Ž , 0.  Ž , 0.  Ž , 0. 
H  0,
H , X  0, Y , Y  0, X . 4.6Ž . Ž . Ž . Ž .Ž0,
 .  Ž0 ,
 .  Ž0 ,
 . 
Si 	  , on pose1

H  0, H , X  0, X , Y  0, Y 4.7Ž . Ž . Ž . Ž .Ž0,  .  Ž0 ,  .  Ž0 ,  . 
H  
H , 0 , X  Y , 0 , Y  X , 0 . 4.8Ž . Ž . Ž . Ž .Ž
 , 0.  Ž
 , 0.  Ž
 , 0. 
On notera   f l’echange des facteurs dans 	 	 	 	. On fait de´ 1 1 0
meme dans J . Si j est un element de J , on note j l’element de J tel queˆ ´ ´ ´ ´0 0 0

 ˜ ˜ ˜j  j 	 R : R  R .Ž .  

Ž . Ž .Notez que si j exp X, exp Y , avec X, Y	  , on a j exp X, exp Y .1
PATRICK DELORME154
PROPOSITION 10. On fixe une forme de Manin reelle, B, sur  . Soit´ 1
Ž  .B D A, A ,  ,  une donnee de BelainDrinfeld generalisee pour ´ ´ ´ ´ 
et B .
Ž . Ž .i Pour t	 J , le triple de Manin B ,  ,   T est le complex-0  B D, t W
ifie d’un triple reel de  , relatiement a B, si et seulement si:´ ´ `1
Ž . f1 l’application 
 induit une bijection de  sur  et 

l’on a, en prolongeant A par -linearite,´ ´
f 
1 fA  A  , 	  .Ž . Ž . 
Ž .2 A erifie des conditions similaires.´
Ž . 3  et  sont stables par j. 
f 
1Ž . Ž .4 Posant u t t , on a
u u A , 	  .
Ž .5 L’element t de J erifie des conditions similaires relatiement´´ ´0
a A.`
Ž .ii On fixe B D et t erifiant les conditions ci-dessus. Soit t 	 J et´ 1 1
 Ž .t  t , t t. Alors B D et t erifient les conditions ci-dessus, et les triples´1 1
complexes T , T  sont les complexifies de triples reels de  , con-´ ´B D, t W B D, t W 1
jugues par t .´ 1
Demonstration. Si l’automorphisme -lineaire de  , j, laisse  invari-´ ´
ant, il laisse invariant le radical nilpotent  de  , donc aussi  , qui est le
normalisateur de . Par ailleurs 	 est contenu dans  et est invariant par0
Ž . Ž .j. Donc j    , d’ou l’on deduit j  .` ´
Alors      est invariant par 	 si et seulement si
j    , j    , j    . 4.9Ž . Ž . Ž . Ž . 
Ž .La seconde egalite de l’equation precedente conduit a 3 .´ ´ ´ ´ ´ `
Ž Ž ..On pose  	  . L’egalite cf. 3.19´ ´0
    4.10Ž .ž /	 R
et la stabilite de 	 , et de son orthogonal pour la forme de Killing par j,´ 0
Ž .montre que la premiere egalite de 4.9 implique` ´ ´
j    .Ž .
Ž .Mais  est engendre par les H H , 	  . De plus j H H´  A   A
est egal a H fH f . Ce dernier doit etre une combinaison lineaire de´ ` ˆ ´ Ž A .
H H , 	  . Mais on a A 
H 	  , et H 	  , H f	  , H f	   A 
  
 Ž A . 
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Ž Ž ..car f echange  et  voir 4.3 . Comme f envoie chaque element de´ ´ ´ 

Ž Ž .. sur l’oppose d’un element de  cf. 4.4 , la projection, sur  et  , de´ ´ ´  

l’ecriture de H fH f dans la base de  , montre qu’il existe 	 ´  Ž A . 
telle que
f fA 
 ,  
A . 4.11Ž . Ž . Ž .
Ž .Ceci implique immediatement la condition 1 . Comme, pour  racine´
de 	 dans  , on a0
  f ˜j    , 	 R ,Ž .
Ž . Ž .au vu de 4.10 et 4.11 , la stabilite de  par j implique alors´
j   Ž . 

Žou 	  et  est comme ci-dessus. Mais, la definition de  cf.` ´
.Proposition 8 et Lemme 22 montre que  a pour base
U  t X  t AX  A
et  a pour base

V  t
 Y  t
A  Y .  A
Par ailleurs la definition de j et celle de W montrent que´





f fj U  t Y  t Y .Ž . 
 
Ž A .
Ž .L’ecriture de la proportionnalite de j U a V , conduit a´ ´ ` ` 
 A A t t  t t , 	  .
Ž . Ž .En tenant compte de 4.11 , ceci implique la condition 4 . On procede de`
meme pour .ˆ
Ž . Ž .Ce qui precede montre que les conditions 1 a 5 sont necessaires pour´ ` ` ´
que le triple donne soit le complexifie d’un triple reel. Reciproquement,´ ´ ´ ´
montrons que si ces conditions sont satisfaites le triple donne est bien le´
Ž .complexifie d’un triple reel. En effet, la deuxieme egalite de 4.9 est alors´ ´ ` ´ ´
satisfaite.
Comme les racines de 	 dans  sont celles de 	 dans 
 	 
 qui ne0 0 1 1
sont pas combinaison lineaire d’elements de    , on deduit la´ ´ ´ ´ 

PATRICK DELORME156
Ž . Ž .troisieme egalite de 4.9 de la condition 1 . Il reste a verifier la premiere` ´ ´ ` ´ `
Ž . Ž .egalite de 4.9 . D’abord, il resulte de la condition 1 et de la discussion´ ´ ´
ci-dessus que
 est stable par j. 4.12Ž .
Ž . Ž .Par ailleurs les conditions 1 et 4 , et la discussion ci-dessus montre que
j    f , 	  . 4.13Ž . Ž . 
Ž A . 
On montre de meme queˆ
j    f , 	  . 4.14Ž . Ž .
 Ž A . 
Mais  , qui est isomorphe a sa projection dans  , est engendree par les` ´
Ž . Ž . Ž . ,  , 	  . Alors 4.12 a 4.14 , joints a 1 montrent que  est` ` 
 
stable par  , ce qui acheve de prouver que  est stable par j. On procede` `
 Ž . Ž .de meme pour  . Ceci acheve de prouver i . Enfin ii est une conse-ˆ ` ´
quence immediate de la Proposition precedente.´ ´ ´
On se fixe une donnee de BelavinDrinfeld generalisee, qui verifie les´ ´ ´ ´ ´
proprietes 1 a 4 de la Proposition precedente. On introduit CA
1A ,´ ´ ` ´ ´
comme dans la Definition 5. On note   dom C Im C. Si 	  , on´ 0 0
Ž .note C  , l’ensemble des 	  tels qu’ il existe n	 tel que0
 , C , . . . , C n
1	  , et  C n ,0
ou
 , C , . . . , C n
1	  , et  C n .0
Ž .  4Si 	  n’appartient pas a  , on pose C    . Suivant Panov` 0
  Ž .P1 , on appelle les C  des chaines. Il est clair que les chaines sont
disjointes ou confondues, et forment une partition de  . On appellera
C-equivalence la relation d’equivalence sur  , dont les classes d’equiva-´ ´ ´
lence sont les chaines. On dira que, pour deux elements distincts  et  ,´ ´
de  ,  est C-lie a  si 	 dom C et  C . On definit, pour 	  ,´ ` ´ 0
ˇ 
1 fC   A 
  	C   Ž . Ž . 4Ž . 
 A
1 
 f  	C    .Ž . 4Ž . 
ˇŽ . Ž .Si   , on pose C  C  .0
ˇŽ . Ž . Ž .LEMME 23. i Pour tout 	  , C  est de la forme C  , et
ˇl’operation est une inolution de l’ensemble des chaines.´
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Ž . Ž . Ž .ii Si t erifie les conditions 4 et 5 de la Proposition precedente,´ ´ ´
f 
1Ž .notant u t t , pour tout 	  , on a0
u  u 

,  ,  	C Ž .
  ˇu u , 	C  .Ž .
Ž .Demonstration. Montrons i . Montrons que pour tout 	  , les´ 
ˇŽ .elements de C  sont C-equivalents entre eux. Il suffit d’etudier le cas´ ´ ´ ´
Ž .  Ž . 	  . Soit 	  . On note AC    , A C    . De la0   
definition des chaines, il resulte que, pour toute paire d’elements distincts´ ´ ´ ´
 ,  , de A, il existe n	 ,  , . . . ,  	 A, ou, pour i 1, . . . , n, `1 n1 i
 4  4est C-lie a  , avec  ,    ,  .´ ` i1 1 n1
Ž . Ž .On remarque que les conditions 1 et 2 de la Proposition 10 im-
pliquent, par un calcul immediat, ques.´
Si  ,  	 A sont C
 lies, A
1 
 f et A
1 
  f sont C
 lies.Ž .´ ´Ž .
On a un enonce similaire pour A .´ ´

1Ž f . ŽDe ce qui precede, il resulte que les elements de A 
A resp.´ ` ´ ´ ´

1Ž  f ..A 
A sont C-equivalents entre eux. Pour achever de prouver que´
ˇŽ .les elements de C  sont C-equivalents entre eux, il suffit de traiter le´ ´ ´
cas ou A et A  sont non vides et d’intersection vide. De la definition des` ´
Ž . chaines, et du fait que dom C resp. Im C est un sous-ensemble de 
Ž . Ž .resp.  , cela n’est possible que si C  n’a que deux elements et A´ ´
Ž . Ž . resp. A un element  resp.  , ou  et  sont C-lies. En outre,´ ´ ` ´
	   ,  	   . 4.15Ž .   
Mais alors A  et A sont egaux et on note  leur valeur commune.´
Ž . Ž .Utilisant les conditions 1 et 2 de la Proposition 10, on en deduit que´

1 f 
1  f f ˇ fA 
  A 
 
 , C   
 . 4Ž .Ž . Ž .
Montrons que la classe de C-equivalence de 
 f est reduite a un´ ´ `
element. Pour cela il suffit de voir que 
 f n’est C-lie a aucun element et´ ´ ´ ` ´ ´
qu’aucun element ne lui est C-lie. Raisonnons par l’absurde et supposons´ ´ ´
par exemple que  soit C-lie a 
 f. On a alors´ `
	  et A 
 f  A . 4.16Ž .Ž .




 f . 4.17Ž . Ž .
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Ž . Ž . 
1Ž f . D’apres 4.16 et la condition 1 , A 
 est un element de  . Par` ´ ´ 

1 Ž .ailleurs, d’apres la definition de  , A  est egal a . Joint a 4.17 , cela` ´ ´ ` `
 Ž .montre que  est element de  , ce qui contredit 4.15 . Donc aucun´ ´ 
element n’est C-lie a 
 f.´ ´ ´ `
On montre de meme que 
 f n’est C-lie a aucun element. On vient deˆ ´ ` ´ ´
ˇ Ž .voir que, pour toute chaine C , C est contenu dans une chaine T C . Par
ˇailleurs il resulte facilement de la definition de C et des conditions 1 et 2´ ´
Ž Ž ..de la Proposition 10, qui sont satisfaites par B D, que T T C contient
C , donc est egal a C. Donc T est une involution de l’ensemble des chaines´ `
ˇet la reunion des C contient la reunion de toutes les chaines, donc est egal´ ´ ´
ˇ Ž .a  . Il en resulte que pour tout C , C est egal a T C . Ceci acheve de` ´ ´ ` `
Ž .prouver i .
Ž .   Montrons ii . Si  est C-lie a  , on a A  A. Par ailleurs, d’apres´ ` `
Ž . Ž .les conditions 4 et 5 de la Proposition 10, on a
u  u A






Ž .La premiere egalite de ii en resulte.` ´ ´ ´
Pour la deuxieme egalite, on remarque, que si 	  , on a, d’apres la` ´ ´ `
Ž .condition 4 de la Proposition 10,
u u A .
Mais, il resulte de la definition de u que´ ´
f 
1u  u . 4.18Ž .
On en deduit le resultat voulu. On procede de meme si 	  , en´ ´ ` ˆ 
Ž .utilisant la condition 3 de la Proposition 10.
Ž  .Le theoreme suivant a ete suggere par un resultat de Panov cf. P1 et´ ` ´ ´ ´ ´ ´
la presentation que nous en donnons plus loin.´
THEOREME 7. Soit B une forme de Manin reelle sur  . Tout triple de´ ` ´ 1
Manin reel dans  , relatiement a B, est conjugue par un element de G a un´ ` ´ ´´ `1 1
triple fortement standard dont le complexifie est de la forme T , ou t est´ `B D, t W
Ž  .un element de J et B D A, A ,  ,  une donnee de BelainDrinfeld´´ ´0  
Ž . Ž .generalisee pour  et B , qui erifient, outre les conditions 1 a 5 de la´ ´ ´ ´ `
Proposition 10:
2 f 
1Ž . Ž .1 u  1, ou u t t .`
Ž .  Ž .2 Pour tout 	   : u  1, ou u u , u 	 J 	 J .` 0 1 1 2 1 1
Ž . Ž .3 t  , 1 , ou  	 J .`1 1 1
Alors  2 1.1
Remarque 4. Pour une classe de conjugaison sous G de triples reels de´1
 , relativement a B, la donnee B D est uniquement determinee, d’apres` ´ ´ ´ `1
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le Theoreme 5 et il n’y a qu’un nombre fini de choix possibles pour t, car´ `
les elements de carre 1 de J sont en nombre fini.´ ´ ´ 1
Demonstration. D’apres la Proposition 9 et la Proposition 10, tout triple´ `
de Manin reel dans  , relativement a B, est conjugue par un element de´ ` ´ ´ ´1
G a un triple fortement standard dont le complexifie est de la forme` ´1
Ž  .T , ou t est un element de J et B D A, A ,  ,  une donnee de` ´ ´ ´B D, t W 0  
BelavinDrinfeld generalisee pour  et B , qui verifient, les conditions´ ´ ´ ´
Ž . Ž . Ž .1 a 5 de la Proposition 10 en y changeant t en t . Tenant compte du`
f 
1Ž .fait que u t t n’est pas change par la multiplication de t par un´
Ž .element de la forme t , t , on voit qu ’il suffit de trouver t satisfaisant´ ´ 1 1
Ž . toutes les conditions a l’exception de 3 . On verifie aisement que si t 	 J` ´ ´ 0
satisfait
t t A , 	  , 4.19Ž .
t t A

, 	  , 4.20Ž .
on a
T  T  .B D , t W B D , t t W
 Ž . Ž . Il reste a choisir t verifiant 4.19 et 4.20 de telle sorte que t tt verifie` ´ ´
les proprietes voulues.´ ´
On choisit un sous-ensemble  de  , tel que toute classe de C-equiva-´
ˇŽ . Ž .lence soit de la forme C  ou C  pour un unique 	.
On remarque que si A A ,  et  sont C-equivalents. On´
caracterise alors t par t, 	 . On choisit pour tout 	  , une´ 

1 f 
1Ž .racine carree z de u , ou u t t . On pose alors, pour 	,Ž .´ `
t z , si 	C  , et si   , 4.21Ž . Ž . 0
t  z resp. z ,Ž . 
ˇ ˇsi 	C  resp. 	C  et si C  
C  4.22Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
  
12 ˇ t  u si 	  est tel que C  C  , et 	C  .Ž . Ž . Ž .0
4.23Ž .
Ceci determine t pour 	  , et l’on pose´ 
f 
1 t  t , 	  . 4.24Ž .Ž . 
 Ž . Ž .Ainsi t est entierement caracterise par les relations 4.21 a 4.24 .` ´ ´ `
 Ž . Ž .Il faut voir que t verifie 4.19 et 4.20 . Soit 	  . On suppose´ 
Ž . Ž .	C  , 	. D’apres 4.24 , on a`
f A 
Ž A .t  t .
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Ž .Mais, d’apres la condition 1 de la Proposition 10, et la definition de` ´
ˇ f 
1 f ˇŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .C  , on a 
 A  A 
 	C  , donc, d’apres 4.22 et 4.23 ,`
on a
f
Ž A . t  t .
ˇŽ . Ž .On traite de meme le cas ou 	C  , 	. Ceci prouve que 4.19ˆ `
Ž .est verifie. On prouve 4.20 de la meme maniere.´ ´ ˆ `
f 
1 Ž . Ž . Ž .Calculons   t t , 	  . A l’aide de 4.22 a 4.24 et du` 
Ž .Lemme 23 ii , on voit que pour 	,

 ˇ ˇ  u , si 	C  C  , et si   ou si C  
C Ž . Ž . Ž . Ž . 0

 ˇ   u , si 	  est tel que C  C  , et 	C  .Ž . Ž . Ž . 0
Ž .Par ailleurs il resulte du Lemme 23 ii ,´
 ˇu est reel si 	  est tel que C  C  , et si 	C  .Ž . Ž . Ž .´ 0
 f 





1u  u .
2Il en resulte que u  1 comme desire.´ ´ ´
4.2. Une autre presentation d’une classification due a A. Pano´ `
On suppose maintenant que  est une algebre de Lie complexe simple`1
et on pose B  Im K . On fixe une forme reelle  de  et  la´1  1 1 11
conjugaison de  par rapport a  .`1 1
Ž .On note G le groupe adjoint de  et non son recouvrement universel1 1
et, si  est une sous-algebre de Lie reelle de  , on note E le sous-groupe` ´ 1
analytique de G , d’algebre de Lie .`1
Ž  .On s’interesse aux triples de Manin reels de  , B ,  ,  tels que ´ ´ 1 1 1 1 1
soit egal a  , qu’on appelle ‘‘ -triple,’’ a conjugaison pres par les´ ` ` `1 1
element de G , ou, ce qui revient au meme, par ceux de G1, qui est l’´ ´ ˆ1 1
ensemble des elements de G commutant a  . Ces triples decrivent les´ ´ ` ´1 1
structures de bigebres de Lie sur  , dont le double est isomorphe a  ,` `1 1
Ž  .comme algebre de Lie cf. P1 .`
Soit  une sous-algebre de Cartan fondamentale de  et soit 	 la`1 1 1
complexifiee de  dans  . On choisit une sous-algebre de Borel, 
 , de´ `1 1 1
Ž . , contenant 	 et telle que  
 soit egal a la sous-algebre de Borel de´ ` `1 1 1 1
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 , 
 , opposee a 
 , relativement a 	 . On note  l’ensemble des racines´ ` `1 1 1 1 1
simples de 	 dans 
 .1 1
On note  l’involution de  , caracterisee par´ ´1
 
   Ž . . 4.25Ž .Ž .1 1 1
Ž Ž .. En calculant de deux manieres differentes t  X , pour X	  , on` ´ 1
trouve
 
 Ž .1t  t . 4.26Ž . Ž .
Il est facile de voir qu’on peut choisir un systeme de generateurs de` ´ ´
Weyl de  , W , relativement a  , tel que`1 1 1
 H H ,  X   Y ,  Y   X 4.27Ž . Ž . Ž . Ž .1  
 Ž . 1    Ž . 1    Ž .
ou`
  1 ou
1, et   1 si   
  . 4.28Ž . Ž . 
On note   	  , 	  	 	 	 , 
  
 	 
 . On note  l’aplication1 1 0 1 1 0 1 1 1
de  dans  definie par´1
 X  X ,  X , X	  ,Ž . Ž .Ž .1 1 1
dont l’image par  est une forme reelle de . On note j la conjugaison´1 1
de  par rapport a cette forme reelle, qui verifie` ´ ´
j X , Y   Y ,  X , X , Y	  . 4.29Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .1 1 1 1
Ž  4. Ž 4 .On note W W 	 0  0 	W . On note B la forme de Manin1 1
sur  , egale a K sur le premier facteur et a 
K sur le deuxieme´ ` ` ` 1 1
 4  4facteur facteur. Alors    	 0 ,   0 	  et    ,    . 1 
 1  1 
 1
Si V est un sous-espace vectoriel reel de  , on notera´ 1
V   V  i V .Ž . Ž . 1 1
Ž .On remarque que  est egal a la diagonale, diag  , dans  	  .´ `1 1 1 1
Ž  .Si T  B ,  ,  est un triple de Manin reel dans  , on appelle triple´1 1 1 1 1
Ž  .complexifie de T , le triple de Manin complexe dans  , T  B,  ,  .´ 1 1 1 1
Alors  et  sont stables par j . De plus si on a deux triples reels dans´1 1 1
 , comme ci-dessus, ils sont conjugues par un element de G si et´ ´ ´1 1
Ž .seulement si leurs complexifies sont conjugues par un element de  G´ ´ ´ ´ 1 1
Ž 1. 4 g , g  g 	G . On remarque que si deux sous-espaces vectoriels1 1 1 1
Ž .complexes de  sont conjugues par un element de  G , si l’un est stable´ ´ ´ 1 1
par j , l’autre l’est aussi.1
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De plus le complexifie d’un triple fortement standard relativement a´ `

 , 	 , est fortement standard relativement a 
 , 	 , car il est facile de voir`1 1 0 0
que le complexifie d’un antecedent est l’antecedent du complexifie.´ ´ ´ ´ ´ ´
Comme tout triple de Manin reel dans  est conjugue par un element´ ´ ´ ´1
de G , a un triple fortement standard, d’apres le Theoreme 4, on a` ` ´ `1
immediatement´
Ž .LEMMA 24. i Si T est un ‘‘ -triple,’’ son complexifie est conjugue par´ ´1 1
Ž . Ž .un element de  G a un triple fortement standard T B,  ,  tel que:´´ `1 1
Ž . Ž . Ž .1  est conjugue par un element de  G a diag  .´ ´´ `1 1 1
Ž . 2  et  sont stables par j .1
Ž . Ž .ii Si T B,  ,  est un triple de Manin fortement standard erifiant´
Ž . Ž . Ž1 et 2 , il existe un ‘‘ -triple,’’ unique a conjugaison sous G pres ou` ` `1 1
1 .plutot G pres tel que son complexifie soit conjugue a T par un element deˆ ` ´ ´ ` ´´1
Ž . Ž . Ž . G . Deux triples fortement standard, associes a B, erifant 1 et 2 ,´ ` ´1
Ž . 1conjugues sous  G , conduisent a la meme classe de conjugaison sous G´ ` ˆ1 1 1
de ‘‘ -triple.’’1
Ž .LEMME 25. i Tout triple de Manin complexe, fortement standard dans 
Ž . Ž .pour 
 , 	 , associe a B, erifiant les conditions 1 et 2 du Lemme´ ` ´0 0
Ž .precedent, est conjugue par un element de  G a un triple T ,´ ´ ´ ´´ `1 1 B D, Ž1, t .ŽW .
erifiant les memes conditions, ou B D est une donnee de BelainDrinfeld´ ˆ ` ´
Ž   .A,  , A ,  , relatiement a B et t est un element de J .` ´´  1
Ž . Ž . Ž .ii Le fait que T erifie les conditions 1 et 2 du Lemme´B D, Ž1, t .ŽW .
precedent equiaut a:´ ´ ´ `
Ž . 1 
11 Il existe un element g 	G , tel que t g g . En particulier´´ 1 1 1 1
on a t1  t
1.
Ž .2    , et A est l’identite.´ 1
Ž .  43   0 .
Ž . Ž  .  Ž  . 
1Ž Ž .. A 4     , et  A  A   ,  t   t , 	 
 A  

 .
Ž . 5 L’espace  est stable par j . 1
Demonstration. Soit T T un triple de Manin fortement´ B D, Ž t , t .ŽW .1 2
Ž . Ž .standard, verifiant les conditions 1 et 2 du Lemme precedent, ou´ ´ ´ `
Ž 1. Ž .t , t 	 J . Alors T est conjugue par t , t 	  G a T T ,´ `1 2 1 1 1 1 1 B D, Ž1, t .ŽW .

 1 Ž . Ž .ou t t t , qui verifie les conditions 1 et 2 du Lemme precedent.` ´ ´ ´1 2
Ž . Ž .Montrons que cela implique les proprietes 1 a 5 ci-dessus.´ ´ `
Ž .Ecrivons T B,  ,  .
Ž .Comme  est conjugue sous  G a diag  ,  est semi-simple, donc´ 1 2 1
sous . Par suite, avec les notations du Theoreme 1, on a   et´ `
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Ž Ž ..   . Alors, utilisant les notations du Lemme 22,  X, 	 X  X	 1
4 Ž . Ž . . Comme  est conjugue par un element de  G a diag  , cela´ ´ ´ `1 1 1 1
implique que l’automorphisme 	 de  est interieur. Or, par definition, 	´ ´1
preserve 	 , et l’inverse du transpose de sa restriction a 	 induit A sur  .´ ´ `1 1 1
Comme A preserve  , A doit etre l’identite. On a donc prouve 2. Cas 3´ ˆ ´ ´1
 4 Ž . 4resulte du fait que   , donc  0 . Alors  X, tX  X	  . On´ 1
Ž . Ž .obtient 1 en ecrivant que  est conjugue par un element de  G a´ ´ ´ ´ 1 1
diag  .1
On traduit maintenant le fait que  est stable par j . Cela implique que1
 Ž . est stable par j . Comme 	 est stable par j , joint a 4.25 , cela implique`1 0 1
aussi que  est stable par j et donc aussi . Cela conduit immediate-´1
Ž .ment a la premiere egalite de 4 . Les deux autres sont obtenues en` ` ´ ´
traduisant la stabilite de  par j . Plus precisement on pose´ ´ ´1
U X , t A

X  	  , 	  .Ž . A  1
Ž . Ž .On a, en tenant compte de 4.27 , 4.29 et de l’antilinearite de  ,´ ´ 1
A 
 j U  t  Y ,  Y .Ž . ž /1 A   Ž A  .   Ž .
 Ž  . La stabilite de  par j implique que  A est element de  et´ ´ ´1 
Ž .j U doit etre un multiple scalaire deˆ1
V Y  , t A

 Ž A .Y   .Ž . Ž A  . A  Ž A  .
Ž .Les deux premieres egalites de 4 en resulte immediatement, grace a` ´ ´ ´ ´ ˆ `
Ž . Ž .4.26 et 1 et l’on obtient en outre
A   Ž .
 t   t .A  
Ž . 1 
1En utilisant 4.26 et le fait que t  t , on aboutit a la troisieme egalite` ` ´ ´
Ž .de 4 .
Ž .La condition 5 est immediate.´
On procede de meme pour la reciproque.` ˆ ´
Ž . Ž .LEMME 26. Soit t, B D erifiant les conditions 1 a 5 du Lemme´ `
precedent. Soit t	 J tel que´ ´ 1
t A

 t , 	  .
Alors, on a
Ž .  i Les triples de Manin T et T sont egaux.´B D, Ž1, t .ŽW . B D, Ž t , t t .ŽW .
Ž . Ž  1. Ž .ii Le triple de Manin T est conjugue par t , t 	  G´B D, Ž1, t .ŽW . 1 1
a T  
 .1` B D, Ž1, Ž t t . t .ŽW .
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Ž  .Demonstration. Notons T  B,  ,  et utilisons les notations´ B D, Ž1, t .W
Ž  .du Theoreme 1. La stabilite de  par t , t est claire. Par ailleurs,´ ` ´
Ž  .  t , t 	 J laisse stable  , donc  et laisse fixe point par point les0
elements de . Il reste a voir que  est invariant. Mais cette algebre est´ ´ ` `
engendree par´
X , t A

X  , Y , t
A

Y  , 	  .Ž . Ž . A   A  
Ž .Le point i en resulte immediatement.´ ´
  Ž .Si 	      , on note C  , l’ensemble des 	  tels qu’ il0  
 0
existe n	 verifiant´
 , A , . . . , A n
1	  , et  A n ,
ou
 , A , . . . , A n
1	  , et  A n .
Ž .Les C  sont soit distincts soit confondus. De plus la deuxieme egalite` ´ ´
Ž .de la condition 4 du Lemme 25, montre facilement
 C  C  4.30Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž   .cf. P1, Lemme 4.11 , pour un Lemme analogue . Par ailleurs, grace aˆ `
Ž . Ž .4.27 , 4.28 , on a
   , 	  . 4.31Ž . Ž .  1
Le Theoreme suivant est une autre presentation de la classification de´ ` ´
certains triples de Manin, correspondants a certaines structures de bigebres` `
Ž    de Lie sur  , due a Panov cf. P1, Theoremes 4.5, 4.14 , voir P2 pour` ´ `1
.d’autres resultats .´
Ž .THEOREME 8. i Le complexifie d’un  -triple est conjugue par un´ ` ´ ´1
Ž .element de  G a un triple T , ou u	 J , B D erifient les´´ ` ` ´1 1 B D, Ž1, u.ŽW . 1
Ž . Ž . Ž .conditions 1 a 5 du Lemme 25 aec t remplace par u et u erifie de plus:` ´ ´
Ž . 1 
11 u  u u .
Ž .  Ž . Ž Ž ..2 u  1, si 	   et   
  , ou si 	  et  C 1 0 0
Ž .
C  .
Ž . Žii Reciproquement si u et B D erifient les proprietes ci-dessus i.e.´ ´ ´´
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . .1 a 2 de i et les conditions 1 a 5 du Lemme 25 , T est con-` ` B D, Ž1, u.W
jugue au complexifie d’un  -triple, unique modulo la conjugaison de G1.´ ´ 1 1
Ž .iii Dans le cas ou  est l’algebre de Lie d’un tore maximal compact` `1
dans G ,  est triiale,  est ide et les conditions sur u ci-dessus se1 
reduisent a la premiere, outre celles du Lemme 25.´ ` `
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Ž .Demonstration. On sait cf. Lemme 25 que le complexifie d’un  -tri-´ ´ 1
Ž .ple est conjugue par un element de  G a un triple T , ou t,´ ´ ´ ` `1 1 B D, Ž1, t .W
Ž .B D verifient les conditions 1 a 5 du Lemme 26 avec t remplace par u .´ ` ´
L’idee est d’appliquer le Lemme 25, avec t bien choisi. Il suffit de´
definir t, 	  .´ 1
On etablit d’abord quelques resultats auxiliaires.´ ´
Ž .On rappelle que d’apres 4.26 et la condition 1 du Lemme 25, on a`
 Ž . t  t , 	  . 4.32Ž .1




    t  , 	  ,A  
d’ou l’on deduit` ´
t     t 

,  ,  	C  , 	  . 4.33Ž . Ž .  0
Ž .Enfin la condition 4 du Lemme 25 montre que
   , 	  . 4.34Ž .  Ž . 1
Pour definir t, on distingue plusieurs cas. On note  , un sous-en-´ 1
Ž .semble de  tel que tout 	  soit element d’un C  pour un unique´ ´1 1
Ž . appartenant a      , et tel que les elements de l’intersection` ´ ´1 1
Ž .de   et    soient fixes par  .´1 1
Soit 	  :1
Ž . Ž . Ž . 1 Si   , et     , 4.32 implique que t est reel et on´0
pose
  
 12t  t .
Ž . Ž . 
2 Si   , et   
  , on note z une racine carree de t , et´0
on pose
  Ž .t  z , t  z .
Ž . Ž Ž .. Ž . Ž .3 Si 	  et  C  C  , on a, d’ apres 4.32 ,`0
t Ž .   t  . Ž . 
Ž . Ž . Tenant compte de 4.32 et 4.33 , cela implique que t est reel. On note z´
 
 une racine carree de t , et on pose´
t   z , 	C  .Ž .
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Ž . Ž Ž .. Ž .4 Si 	  et  C  C  , on note z une racine carree´0
de t
 , et on pose
  Ž  .t  z , t  z , 	 C  .Ž .
On voit que les relations precedentes definissent t	 J , qui verifie´ ´ ´ ´1
t A

 t , 	  .
Le Lemme 25 et les conditions imposees a t montrent que u t t
1 t´ `
verifie les conditions voulues.´
Ž . Ž .Le point ii est un cas particulier du Lemme 25 ii .
Traitons le cas ou  est l’algebre de Lie d’un tore maximal compact de` `1
 . Alors  est l’ensemble des elements de 	 sur lesquels toutes les´ ´1 1 1
racines sont imaginaires pures.
Tout  -triple est conjugue sous G a un triple reel fortement standard´ ` ´1 1
Ž  .B ,  ,  . Alors   	 , qui est conjugue par G a  , est l’algebre de Lie´ ` `1 1 1 1 1 1 1
d’un tore maximal compact de G , donc est egal a  . Par ailleurs   	´ `1 1 1 1
est une sous-algebre de Cartan fondamentale de  . Son intersection avec` 1
 est donc non reduite a zero sauf si  est reduite a zero. On en deduit´ ` ´ ´ ` ´ ´1 1
que la sous-algebre Lagrangienne  est sous une algebre de Borel. Par` `1
Ž . complexification, il en resulte que dans i , on doit avoir  . La´ 
definition de  et le fait que les racines soient imaginaires pures sur ´ 1
montrent que  est l’identite. Ceci acheve la preuve du Theoreme.´ ` ´ `
ACKNOWLEDGMENTS
I thank very much C. Klimcik for suggesting this work and for many interesting discussions.
I thank J. L. Brylinski for pointing out to me the work of E. Karolinsky. I thank also B.
Enriquez and Y. Kosmann-Schwarzbach for telling me about the relations of my work, at an
   early stage, to the work of A. Belavin and G. Drinfeld BD and A. Panov P1 .
´ ´REFERENCES
 BD A. Belavin and V. G. Drinfeld, ‘‘Triangle Equations and Simple Lie Algebras,’’
Mathematical Physics Reviews, Vol. 4, pp. 93165, Harwood Academic, Chur, 1984.
  Ž .Bor A. Borel, ‘‘Linear Algebraic Groups,’’ 2nd enlarged ed. , Graduate Texts in Mathe-
matics, Vol. 126, Springer-Verlag, New YorkBerlinHeidelberg, 1991.
 Bou N. Bourbaki, ‘‘Groupes et Algebres de Lie,’’ Chap. I et Chaps. IVVIII, Actualites` ´
Scientifiques et Industrielles, Vols. 1285, 1337, et 1364, Hermann, Paris, 1960, 1968,
1975.
 D V. G. Drinfeld, Quantum groups, dans ‘‘Proceedings of the I.C.M.,’’ pp. 798817,
Berkeley, CA, 1986.
CLASSIFICATION DE TRIPLES DE MANIN 167
 G F. Gantmacher, Canonical representation of automorphism of a semisimple Lie
Ž .group, Math. Sb. 47 1939 , 101144.
 K1 E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a compact Poisson
Ž .Lie group, Math. Phys. Anal. Geom. 3 1996 , 545563.
 K2 E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a compact Poisson
Ž .Lie group, Dokl. Akad. Nauk 359 1998 , 1315.
 K3 E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a reductive complex
Poisson Lie group, Preprint math.QA.9901073, 1999.
 KS Y. Kosmann-Schwarzbach, Lie bialgebras, Poisson Lie groups and dressing transfor-
mations, dans ‘‘Integrability of Nonlinear Systems, Proc. of the CIMPA School,
Pondicherry University, India, 826 January 1996.’’
 M1 T. Matsuki, The orbits of affine symmetric spaces under the action of minimal
Ž .parabolic subgroups, J. Math. Soc. Japan 31 1979 , 331357.
 M2 T. Matsuki, Orbits of affine symmetric spaces under the action of parabolic sub-
Ž .groups, Hiroshima J. Math. 12 1982 , 307320.
 OV A. L. Onishchik and E. B. Vinberg, ‘‘Lie Groups and Lie Algebras,’’ Encyclopaedia of
Math. Science, Vol. 41, Springer-Verlag, BerlinHeidelbergNew York, 1990.
 P1 A. Panov, Manin triples of real simple Lie algebras, 1, Preprint math.QA.9904156.
 P2 A. Panov, Manin triples of real simple Lie algebras, 2, Preprint math.QA.9905028.
 S1 M. Semenov-Tian-Shansky, What is a classical r-matrix, Funk. Anal. i Priloz. 17
Ž .1983 , 6970.
 S2 M. Semenov-Tian-Shansky, Dressing transformations and Poisson group actions,
Ž .Publ. RIMS, Kyoto Uni . 21 1985 , 12371260.
 W G. Warner, ‘‘Harmonic Analysis on Semi-simple Lie Groups,’’ Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften in Einz., Vol. 188, Springer-Verlag, BerlinHeidel-
bergNew York, 1972.
´APPENDIX: TRIPLES DE MANIN ASSOCIES AUX
r-MATRICES DE BELAVINDRINFELD
Guillaume Macey1
A.1. r-Matrices factorisables et triples de Manin diagonaux
Soit  une algebre de Lie de dimension finie sur  ou , muni d’une`
forme bilineaire non degeneree invariante, K , ce qui permet d’identifier ´ ´ ´ ´ ´
et son dual . On note t l’element de   correspondant ainsi a K. Si´ ´ `
R est un endomorphisme de  , on note R l’endomorphisme de  deduit´
 Ž .du transpose de R et de l’identification de  et  . On note U  son´
algebre enveloppante.`
1 Ecole Normale Superieure, DMA, CNRS, UMR 8553, Equipe Groupes et Geometrie, 45,´ ´ ´
rue d’Ulm, 75005 Paris. E-mail: macey@clipper.ens.fr.
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Un element r de   est appele r-matrice factorisable, pour K , si et´ ´ ´
seulement si r est solution de l’equation de YangBaxter modifiee,´ ´
r r 21  t A.1Ž .
 12 13   12 23   13 23 r , r  r , r  r , r  0, A.2Ž .
avec, si rÝ a  b , r 21 Ý b  a  1, r12 Ý a  b  1, r13 Ý ai i i i i i i i i i i
23 Ž .3  12 13  1 b et r Ý 1 a  b 	U  et r , r est le crochet dansi i i i
Ž .3U  , . . . .
Un operateur factorisable, pour K , est une application lineaire R:´ ´
  telle que
R R id A.3Ž .
       RX , RY  R RX , Y  X , RY 
 X , Y , X , Y	  . A.4Ž .Ž .
Si R est un endomorphisme de  , l’isomorphisme canonique de l’espace
des endomorphismes de  avec   et l’isomorphisme entre  et 
lui associe un element  de  . Alors R est un operateur factorisable´ ´ ´
si et seulement si r est une r-matrice factorisable. Voir pour cela BD,
Paragraphe 6.2 , ou notre R correspond a leur f *. Dans l.c. il est montre` ` ´
que f , i.e., R* est un operateur factorisable si et seulement si r est une´
r-matrice factorisable. Mais on verifie sans peine que R* id
 R est un´
operateur factorisable si et seulement si il en va de meme de R*. Cette´ ˆ
interversion de R et R* explique le choix de l’oppose du cobord de 
r au´
Ž . 21lieu de celui de r, dans A.8 , car celui-ci est egal au cobord de r . Soit B´
la forme bilineaire symetrique, non degeneree, invariante sur l’algebre de´ ´ ´ ´ ´ ´ `
Lie 	  definie par´
B X , Y , X  , Y   K X , X  
 K Y , Y  , X , X  , Y , Y 	  .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
A.5Ž .
Ž . 4Notons diag  X, X  X	  . C’est clairement une sous-algebre`
Lie de 	  , isotrope maximale. Nous dirons qu’un triple de Manin dans
Ž .	  est diagonal s’il est de la forme B, diag  ,  .
La proposition suivante est due a Semeno-Tian-Shansky S2, Proposition`
1 , ou il il faut noter que notre R correspond a son R ’.` ` 
Ž .PROPOSITION 1. i Soit R un operateur factorisable correspondant. On´
note i l’application de  dans 	  definie par´R
i X  RX ,
RX , X	  .Ž . Ž .R
 Ž  .Notons  son image. Alors T  B, diag  ,  est un triple de ManinR R R
diagonal.
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Ž .ii Cette correspondance, R T , etablit une bijection entre les´R
operateurs factorisables et les triples de Manin diagonaux.´
Ž . Ž .Demonstration. Prouvons i . Tenant compte de A.3 , on voit facile-´
ment que
X , Y 	  si et seulement si X R X
 Y . A.6Ž . Ž . Ž .R
Le fait que  soit stable par le crochet de 	  equivaut a la rela-´ `R
Ž .tion 1.4 .
On note au passage que l’on a, pour X, Y	  ,
    i X , i Y  i Z , avec Z RX , RY 
 R X , R Y .Ž . Ž . Ž .R R R
A.7Ž .
Ž . Par ailleurs, tenant compte de A.3 , le fait que  soit isotrope pour BR
est immediat. Enfin  et diag  sont supplementaires car R R id .´ ´R 
Ž .Ceci prouve que T est un triple de Manin et acheve de prouver i .`R
Ž . Ž . Prouvons ii . Si B, diag  ,  est un triple diagonal,  est un sous-espace
supplementaire de diag . Il en resulte qu’il existe un unique endomor-´ ´
 Ž  . 4 phisme de  , R, tel que   RX,
R X  X	  , ou R  id 
 R. En` 
 Ž . effet l’application lineaire j de  dans  qui a X, Y 	  asssocie X
 Y´ `
est injective, puisque diag  et  sont supplementaires, donc bijective pour´
des raisons de dimension. Alors on voit que la composee, R, de l’inverse´
de j avec la premiere projection est la seule solution possible. Alors`
Ž . l’egalite A.3 est une consequence immmediate du fait que  est isotrope.´ ´ ´ ´
Ceci montre l’unicite de l’operateur factorisable, R, s’il existe, tel que´ ´
Ž .T  B, diag  ,  . Il reste a prouver que R defini ci-dessus est un` ´R
operateur factorisable, car   , d’apres ce qui precede. Il reste a´ ` ´ ` `R
Ž . Ž .verifier A.4 . On utilise pour cela le debut de la preuve de i .´ ´
On rappelle que la donnee d’une structure de bigebre de Lie sur un´ `
espace vectoriel de dimension finie  est la donnee d’une structure´
d’algebre de Lie sur  et  avec des relations de compatiblites qui se` ´
Ž  .resument comme suit voir par exemple KS, Paragaphe 1 :´
Soit    , soit B la forme bilineaire symetrique non´ ´
degeneree pour laquelle  et  sont isotropes et induisant la´ ´ ´ ´
forme bilineaire canonique sur 	  . Les structures d’algebres´ `
de Lie sur  et  donnent lieu a une structure de bigebre de Lie` `
si et seulement si il existe une structure d’algebre de Lie sur  ,`
induisant celles deja donnees sur  et  , telle que B soit´` ´
-inariante. Cette structure, si elle existe, est necessairement´
unique et est appele double de la bigebre de Lie . Alors´ `
 Ž .B ,  ,  est un triple de Manin, appele triple de Manin´
canonique de la bigebre de Lie.`
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On sait que:
Toute r-matrice factorisable induit une structure de bigebre de Lie`
sur l’algebre de Lie  , la structure d’algebre de Lie sur  etant la` ` ´
structure de depart et le crochet sur  etant donnee par la´ ´ ´
transposee de l’oppose du cobord  de r, qui est l’application´ ´ r
lineaire de  dans   , definie par´ ´
 X  ad X 1 1 ad X r , X	  . A.8Ž . Ž . Ž . Ž .r
21 Ž .En effet le cobord de 
r, est egal au cobord de r r 
 t2 , qui est´ ˜
antisymetrique et verifie les conditions voulues pour que son cobord´ ´
Ž   definisse structure de bigebre de Lie cf. D, paragraphe 4 et BD,´ `
   .equations 6.2 a 6.5 , voir aussi KS, Paragraphe 2.2 , pour plus de details .´ ` ´
Cette bigebre de Lie sera dites factorisable, pour K. Le triple de Manin`
Ž   . canonique de cette bigebre sera note B ,  ,  ,    etant muni` ´ ´
de sa structure de double.
PROPOSITION 2. On note R l’operateur factorisable associe a r. Si X	  ,´ ´ `
   Ž . Ž .on note X l’element de  defini par X Y  K X, Y , Y	 .´´ ´
Soit  l’application lineaire de 	  dans  qui enoie diag  dans  et´
 dans  , definie par´R
 X , X  X ,  RX ,
RX  X , X	  .Ž . Ž .
Alors  est un isomorphisme d’algebres de Lie entre 	  et  qui`
Ž   .transforme le triple T dans B ,  ,  .R
Demonstration. La restriction de  a diag  est clairement un mor-´ `
phisme d’algebre de Lie. Montrons qu’il en va de meme de la restriction` ˆ
de  a  . Il suffit, au vu de la definition de  , de prouver` ´R
   i X , i Y  X , Y , X , Y	  .Ž . Ž .Ž .R R
Ž .     Avec Z comme dans A.7 , il suffit de montrer que X , Y  Z . On
   Ž .calcule pour cela X , Y T , T	 . Tenant compte de la definition du´
crochet dans  comme transpose du cobord de 
r, un calcul immediat´ ´
conduit au resultat voulu et la restriction de  est bien un morphisme´
d’algebre de Lie.`
Ž .En tenant compte de A.3 , il est clair que les restrictions de  a diag `
et  sont injectives, donc  est bijective. Montrons que  transporte BR
en B. Tenant compte de l’isotropie des differentes sous-algebres, il suffit´ `
pour cela de montrer
B  X , X ,  i Y  B X , X , i Y , X , Y	  ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž R R
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Ž .ce qui est immediat en tenant compte de A.5 . Alors  transporte la´
structure d’algebre de Lie dans une structure d’algebre de Lie sur  ayant` `
la propriete caracteristique du double, i.e. l’invariance de B. Elle doit´ ´ ´
donc coincider avec celle ci. Ceci acheve la preuve de la Proposition.`
A.2. Triples de Manin associes aux r-matrices de BelainDrinfeld´
On va utiliser les resultats precedents pour une algebre de Lie simple´ ´ ´ `
sur , qu’on note  pour se conformer aux notations du corps de l’article1
Ž .cf. Theoreme 6 et les notations qui le precedent , et on prend pour K a´ ` ´ `
forme de Killing de  . Soit 	 , une sous-algebre de Cartan de  ,`1 1 1
  	  , 	  	 	 	 et B la forme -bilineaire sur  , -invariante,´1 1 0 1 1
Žegale a K sur le premier facteur et a 
K sur le deuxieme facteur cf.´ ` ` `
Ž ..A.5 .
 4  4On remarque que    	 0 ,   0 	  . On fixe une sous-algebre` 1 
 1
de Borel 
 de  contenant 	 . On note 
 la sous-algebre de Borel`1 1 1 1
opposee, relativement a 	 . On pose 
  
 	 
 . Soit W un systeme de´ ` `1 0 1 1 1
generateurs de Weyl de  , relativement a l’ensemble,  , des racines´ ´ `1 1
simples de l’ensemble des racines de 	 dans 
 . On note W le systeme de`1 1
Ž  4. Ž 4 .generateurs de Weyl de  egal a W 	 0  0 	W . On appelle´ ´ ´ ` 1 1
donnee de BelavinDrinfeld diagonale une donnee de BelavinDrinfeld´ ´
Ž  . Žgeneralisee pour  , B, 	 , 
 , A, A ,  ,  cf. Definition 5 du corps de´ ´ ´ ´0 0  
.l’article , telle que A soit l’identite de  , ce qui implique que  est´ 1 
reduit a zero. On utilise librement les notations de la Definition 5 et de la´ ` ´ ´
Ž .Proposition 8. En particulier  resp.  est le sous-espace de 	 engendre´0
Ž . Ž Ž .  .par les H , H , 	  resp. H , H , 	  . Donc  est egal a´ ` A   A  
la diagonale de 	 	 	 . On note K la restriction de K a 	 , qui permet`1 1 1 1
d’identifier 	 et 	. On note t l’element de 	  	 correspondant a K´ ´ `1 1 1 1 1 1
dans cette identification. Si R est un endomorphisme de 	 , i.e un1 1
element de 	 	 , l’isomorphisme entre le premier facteur avec 	´ ´ 1 1 1
permet de lui associer un element de 	  	 .´ ´ 1 1
Ž .LEMMA 1. i Il existe un unique endomorphisme R de 	 satisfaisant1 1
   R X ,
RX  X	 	 A.9 4Ž . Ž . 1 1 1
R  R id . A.10Ž .1 1 	1
Ž .ii Notons r l’element de 	  	 correspondant a R . Alors la´´ `1 1 1 1
correspondance qui a   associe R , resp r , est une bijection ente les`  1 1
 Ž  .  4 sous-espaces lagrangiens de  ,  , tels que     diag 	  0 et les  1
Ž ..endomorphismes R de 	 erifiant A.10 et´1 1
R H 
H  H , 	  , A.11Ž . Ž .1  A   
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resp. les elements r de 	  	 satisfaisant´´ 1 1 1
r  r 21  t A.12Ž .1 1 1
A id r  id  r  0, 	  . A.13Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .1 1 
Demonstration. Notons     . C’est un sous-espace de 	 	 	´  1 1
Ž Ž ..qui est supplementaire de diag 	 cf. 3.16 . Il en resulte qu’il existe un´ ´1
 Ž  . 4unique endomorphisme de 	 , R , tel que   R X,
R X  X	 	 ,1 1 1 1 1
 Ž Ž ..ou R  id 
 R cf. debut de la preuve de la Proposition A.1 ii .` 1 	 11    Ž .L’isotropie de  montre que R est egal a R , ce qui montre que A.9 et´ `1 1
Ž . Ž .A.10 sont verifiees. Ceci prouve i .´ ´
Ž .Prouvons ii . La discussion precedente montre que les operateurs´ ´ ´
Ž .satisfaisant A.10 sont en correspondance bijective avec les sous-espaces
lagrangiens supplementaires de la diagonale definis par le membre de´ ´





H   H , H  , 	  .Ž . Ž . Ž .Ž .1  A  1  A   A  
Ceci equivaut a dire que le sous-espace lagrangien correspondant con-´ `
tient . Comme  est lagrangien dans l’orthogonal de , qui est un
sous-espace de 	 supplementaire de , tout element d’un sous-espace´ ´ ´0
lagrangien  de 	 contenant  est la somme d’un element de  et d’un´ ´0
element de . Donc     , ou   est un sous-espace lagrangien de´ ´ ` 
 Ž . . La partie de ii sur les operateurs en resulte.´ ´
Ž . Ž .Maintenant, la condition A.11 jointe a la condition A.10 equivaut a la` ´ `
condition
R H  R H   0, 	  . A.14Ž . Ž . Ž .1  1 A  
Ž .Alors la partie sur les r-matrices est immediate puisque A.12 est la´
Ž . Ž . Ž .reformulation de A.10 et que A.13 est la reformulation de A.14 ,
 Žcompte tenu du fait que, d’apres les proprietes de A cf. Definition 5.2,` ´ ´ ´
Ž ..equation 3.15 ,´
K H  , H   K H , H , 	  .Ž . Ž .1 A  A  1   
Il resulte immediatement de ce Lemme que la correspondance qui´ ´
Ž  .associe a une donnee de BelavinDrinfeld diagonale, A, A ,  ,  , le` ´  
  Ž    .triplet, admissible au sens de BD, paragraphe 6.1 ,  ,  , A et d’un 

element r de 	  	 defini ci dessus est une bijection entre l’ ensemble´ ´ ´1 1 1
des donnees de BelavinDrinfeld diagonales et les paires formees d’un´ ´
  Ž   .triplet admissible au sens de BD, paragraphe 6.1 ,  ,  , A , et d’un 

Ž . Ž .element r de 	  	 verifiant A.12 et A.13 . A une telle paire, Belavin´ ´ ´1 1 1
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Ž .et Drinfeld BD, Theoreme 6.1 associent une r-matrice factorisable,` `
dependant du choix de W , que nous allons decrire. On va decrire´ ´ ´1
l’operateur factorisable correspondant. On note R l’endomorphisme de 	´ 1 1
correspondant a r .` 1
On note encore A l’extension par -linearite de A a l’ ensemble R´ ´ ` 
des racines de 	 dans  qui sont des combinaisons lineaires d’elements´ ´ ´1 1
de  .
On note  l’algebre de Lie engendree par les sous-espaces radiciels` ´
correspondants a des elements de R . On definit  de facon similaire.` ´ ´ ´ 

On rappelle que 	  est le morphisme d’algebres de Lie, de  vers  ,`  

caracterise par´ ´
	  X  X  , 	  Y  Y  , 	  . A.15Ž . Ž . Ž . A   A  
On definit un ordre sur l’ensemble des racines de 	 dans  , defini par´ ´1 1
 kŽ . 0  s’il existe k 0 tel que  A  , ou, par convention A , est`

l’identite sur l’ensemble de toutes les racines.´
On peut choisir, pour toute racine de 	 dans  ,  , un elements E de´ ´1 1 
  de sorte que1
K E , E  1 A.16Ž . Ž . 

	  E  E  , 	 R . A.17Ž . Ž . A  
Pour cela on commence par choisir les E pour les elements  minimaux´ ´
Ž . pour . On remarque que A.16 implique que E est egal a 1 sur E´ ` 


et nul sur tous les sous-espaces radiciels sous 	 distinct de  . Alors le1 1
 Theoreme 6.1 de BD se reformule comme suit, en termes d’operateurs´ ` ´
Žfactorisables on a echange le role des racines positives avec les racines´ ´
.negatives dans notre reformulation .´
L’ endomorphisme R R de  defini par:´B D, W 11
R  R A.18Ž . 	 11
RE 






est un operateur factorisable et tout operateur factorisable est de´ ´
cette forme, pour un choix conenable de 	 et W .1 1
PROPOSITION 3. Le triple de Manin, dit de BelainDrinfeld, T , associe´R
par la Proposition 1 a l’operateur factorisable R R et le triple` ´ B D, W 1
T , defini dans la Proposition 8 du corps de l’article, coincident.´B D, W 1
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Ž  . ŽDemonstration. On note T  B, diag  ,  et T  B, diag´ R 1 R B D, W 1
.   ,  . Il faut voir que  est egal a  . Pour des raisons de dimension, il´ `1 R
suffira de prouver que  est contenu dans . Rappelons que  R R
Ž  . 4RX,
R X  X	  . D’abord, d’ apres la definition de R et R , on a´ ´1 1
RX ,
RX , X	 	     . 4Ž . 1 
Ž .Puis on a, pour  racine positive 	 dans  , en tenant compte de A.191 1




 E .Ž . Ý Ý   ž /
 

S’il n’existe pas de racine strictement plus petite que  pour ,  n’est

 Ž  . Ž .pas element de  et RE ,
R E est egal a 0, E . Mais avec les´ ´ ´ `
   
Ž .   Žchoix de signes, 0, E est element du radical nilpotent de  ,  cf. ci´ ´
.dessus et Proposition 8 de l’article . Sinon, on note  la plus petite racine
parmi celles qui sont plus petites que  , pour , dont on verifie sans´

 Ž .peine qu’elle existe. Alors  n’est pas element de  et 0, E est´ ´ 
 
element de . En outre un calcul immediat montre que´ ´ ´
RE ,
RE  RE , 	  RE  0, EŽ . Ž .Ž . Ž .    
qui est donc la somme de 2 elements de , donc est aussie element de ,´ ´ ´ ´
Ž  .comme desire. On demontre de meme que RE ,
R E est un´ ´ ´ ˆ 
 

element de . Ceci prouve l’inclusion cherchee et acheve de prouver la´ ´ ´ `
Proposition.
Remarque 5. Comme T depend pas du choix des E , la Propo-´B D, W 1
sition montre qu’il en va de meme de T , donc de R R , d’apres laˆ `R B D, W 1
Proposition 1 de l’Appendice.
